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Ââåäåíèå

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà � ýòî ðàçäåë ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, â
êîòîðîì ïðîâîäèòñÿ ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è ðåàëèçàöèÿ (íà áàçå âû÷èñ-
ëèòåëüíîé òåõíèêè) ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷
íà óðîâíå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ñîñòàâëÿþò ÷èñëåí-
íûå ìåòîäû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé óïîðÿäî÷åííûå ñõåìû (èòåðàöèîííûå
ïðîöåäóðû, ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû, àëãîðèòìû) ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè ñ
öåëüþ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ÷èñ-
ëîâîé ôîðìå.

×èñëåííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ ñîâðå-
ìåííûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå òîé èëè èíîé çàäà÷è
(â âèäå ôîðìóëüíûõ ñîîòíîøåíèé) ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå èñêëþ÷åíèåì, íåæåëè
ïðàâèëîì â ñèëó ñëîæíîãî (âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíîãî) è ïðèáëèæåííîãî
(ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ äàííûõ) õàðàêòåðà èññëåäóåìûõ ìîäåëåé. Âîò ïî÷å-
ìó ÷èñëåííûé àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé � ìåòîä, àëãîðèòì, ïðîãðàì-
ìà, âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò � ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìû àêòóàëü-
íûì è íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì àïïàðàòîì êîíñòðóêòèâíîãî èññëåäîâàíèÿ
ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì.

Ñëåäóåò òàêæå ïîä÷åðêíóòü êîìïüþòåðíî-îðèåíòèðîâàííûé õàðàêòåð
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ � â êîíå÷íîì èòîãå èõ ðåàëèçàöèÿ íåîáõîäèìî ñâÿçàíà ñ
ïðèìåíåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñòåñòâåííî,
÷òî ïðîãðåññ â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè â íåìàëîé ñòåïåíè
îáóñëîâëåí íîâûìè âîçìîæíîñòÿìè â ðàçâèòèè êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ.
Îäíàêî äàæå ñðàâíèòåëüíî âûñîêàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñîâðåìåííûõ êîì-
ïüþòåðîâ íå ñíèìàåò ïðîáëåìó ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ è ýêîíîìè÷íûõ â
ïëàíå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ñïåöèàëèçèðîâàííûõ äëÿ
îïðåäåëåííûõ êëàññîâ çàäà÷. Ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè (ìîäèôèêàöèè, ìîäåð-
íèçàöèè) âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿåò ñâîþ àêòóàëü-
íîñòü è îïðåäåëÿåò ïåðñïåêòèâó äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

Îòìåòèì óíèâåðñàëüíûé, ìíîãîïëàíîâûé õàðàêòåð âû÷èñëèòåëüíîé ìà-
òåìàòèêè, êîòîðàÿ â êà÷åñòâå îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ îáúåäèíÿåò çàäà÷è,
âîçíèêàþùèå â ìàòåìàòè÷åñêèõ, åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ è ãóìàíèòàðíûõ äèñ-
öèïëèíàõ. Âñå ýòè ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è èíòåãðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ åäèíî-
ãî îáùåãî ïîäõîäà � êîíñòðóêòèâíîå èññëåäîâàíèå ñ öåëüþ ôàêòè÷åñêîãî

6



ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ.
Äàííûé êóðñ ëåêöèé ïîäãîòîâëåí íà îñíîâå ó÷åáíûõ ïîñîáèé [1]-[6] è

ïðåäíàçíà÷åí â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíî-
ñòåé. Òåì íå ìåíåå, îòäåëüíûå ðàçäåëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òå-
íèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êóðñîâ â ðàìêàõ ñìåæíûõ ñïåöèàëüíîñòåé è íàïðàâ-
ëåíèé ïîäãîòîâêè.

Ìàòåðèàë ëåêöèé îòðàæàåò òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ñòàíäàðòíîãî êóðñà
"×èñëåííûå ìåòîäû"è íå ñîäåðæèò èëëþñòðèðóþùèõ óïðàæíåíèé è çàäà-
íèé. Ïîýòîìó â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå èçëîæåíèå íåîáõîäèìî ñîïðîâîæäàòü
ñåìèíàðñêèìè è ëàáîðàòîðíûìè çàíÿòèÿìè ïî èçó÷àåìûì òåìàì (ñì., íàï-
ðèìåð, ó÷åáíûå ïîñîáèÿ [7]-[9]).

Â êóðñå ïîñëåäîâàòåëüíî èçó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. ÷èñëåííûå ìåòîäû àëãåáðû (ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé);

2. ÷èñëåííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé,
÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå);

3. ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (îáûêíî-
âåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè).
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1. ×èñëåííûå ìåòîäû àëãåáðû
Ãëàâà 1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

�1. Âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë

1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ

Âñþäó â äàëüíåéøåì Rn � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ñ
êîîðäèíàòíûìè îðòàìè ei, i = 1, n. Âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ Rn åñòü âåêòîð-
ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn. Äëÿ ïàðû x, y ∈ Rn îáîçíà÷èì îïåðàöèþ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

〈x, y〉 =
n∑

i=1
xiyi.

Ïóñòü A � (n× n)-ìàòðèöà. Áóäåì îáîçíà÷àòü: AT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ
ìàòðèöà, A−1 � îáðàòíàÿ ìàòðèöà, det A � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Âñþäó
äàëåå E � (n× n) - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ìàòðèöà A = {aij, i, j = 1, n} íàçûâàåòñÿ
1) äèàãîíàëüíîé, åñëè aij = 0 , i 6= j;
2) íèæíåé (ëåâîé) òðåóãîëüíîé, åñëè aij = 0 , i < j;
3) âåðõíåé (ïðàâîé) òðåóãîëüíîé, åñëè aij = 0 , i > j;
4) ñèììåòðè÷íîé, åñëè A = AT ;
5) íåâûðîæäåííîé, åñëè det A 6= 0;
6) îðòîãîíàëüíîé, åñëè ATA = E;
7) ìàòðèöåé ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, åñëè

|aii| >
n∑

j=1j 6=i

|aij|, i = 1, n.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ
òðåóãîëüíûõ ìàòðèö îäíîãî òèïà åñòü òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà òîãî æå òèïà.
Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê òðåóãîëüíîé, ñîõðàíÿåò ýòî ñâîéñòâî. Åñëè A � îðòîãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà, òî AT = A−1, AAT = E, ïðè÷åì ìàòðèöà AT òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Îáðàçóåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

〈x,Ax〉 =
n∑

i=1

n∑

j=1
aijxixj.
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Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè 〈x,Ax〉 > 0,
x 6= 0, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè 〈x,Ax〉 ≥ 0, x 6= 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A > 0, A ≥ 0.

Íà îñíîâå A îáðàçóåì óãëîâûå ïîäìàòðèöû

Am =




a11 . . . a1m

. . . . . . . . .

am1 . . . amm


 , m = 1, n.

Òîãäà det Am � óãëîâîé (âåäóùèé) ìèíîð ïîðÿäêà m ìàòðèöû A.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà):

A > 0 ⇔ det Am > 0, m = 1, n.

×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (÷èñëîì) ìàòðèöû A, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x 6= 0, ÷òî Ax = λx. Ýòîò âåêòîð íàçûâàåòñÿ
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ λ. Ïðè ýòîì (λ, x) � ñîáñòâåííàÿ ïàðà ìàòðèöû A.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A è òîëüêî îíè ÿâëÿ-
þòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det(A−λE) = 0. Ýòî àëãåá-
ðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòåïåíè n, êîòîðîå èìååò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè n

êîðíåé λi(A) , i = 1, n.

Ñïåêòð ìàòðèöû A åñòü ñîâîêóïíîñòü åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

σ(A) = {λi(A), i = 1, n}.
Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ åñòü ìàêñèìóì èç ìîäóëåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi(A)|.

Îòìåòèì, ÷òî âûðîæäåííóþ ìàòðèöó A ìîæíî îïðåäåëèòü âêëþ÷åíèåì
0 ∈ σ(A).

Îáðàçóåì ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí

p(A) = α0E + α1A + α2A
2 + . . . + αmAm,

ãäå ñòåïåíü ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì

A2 = AA, . . . , Am = AA . . . A︸ ︷︷ ︸
m

.
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Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

λ(p(A)) = α0 + α1λ(A) + α2λ
2(A) + . . . + αmλm(A).

Îòìåòèì ðÿä óòâåðæäåíèé ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì:
� ñïåêòð îáðàòíîé ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

σ(A−1) = {1/λi(A), i = 1, n};

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñîâïàäàþò ñ åå äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè;
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè
÷èñëàìè;
� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íîé, ïîëîæèòåëüíî (íåîòðèöàòåëüíî) îïðå-
äåëåííîé ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíû (íåîòðèöàòåëüíû).

Äëÿ x 6= 0 îáðàçóåì âûðàæåíèå ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé A

r(x) =
〈x,Ax〉
〈x, x〉 ,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì Ðåëåÿ.
Ïóñòü λmin(A), λmax(A) � ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå ÷èñ-

ëà ìàòðèöû A (ãðàíèöû ñïåêòðà). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå ñîîò-
íîøåíèÿ

λmin(A) = min
x6=0

r(x) = min
〈x,x〉 =1

〈x,Ax〉,
λmax(A) = max

x6=0
r(x) = max

〈x,x〉 =1
〈x,Ax〉,

ò.å. èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

λmin(A) ≤ 〈x,Ax〉 ≤ λmax(A), 〈x, x〉 = 1.

Â äàëüíåéøåì ïîñòîÿííî èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòûå ñëåäñòâèÿ èç ïðàâèëà
ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. Ïóñòü A,B (n × n) � ìàòðèöû, ai - i-àÿ âåêòîð-
ñòðîêà ìàòðèöû A, i = 1, n, bj - j-ûé âåêòîð-ñòîëáåö ìàòðèöû B, j = 1, n.
Òîãäà

1) (AB)ij = 〈ai, bj〉;
2) i-àÿ âåêòîð-ñòðîêà ïðîèçâåäåíèÿ AB èìååò âèä aiB;

3) j-ûé âåêòîð-ñòîëáåö ïðîèçâåäåíèÿ AB èìååò âèä Abj;
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4) åñëè x ∈ Rn, òî

Bx =
n∑

j=1
xjb

j, xTA =
n∑

i=1
xia

i,

â ÷àñòíîñòè, Bej = bj, (ei)TA = ai.

2. Ýëåìåíòàðíûå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû

Ââåäåì òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
êàê âñïîìîãàòåëüíûå â ìåòîäå Ãàóññà. Äëÿ êàæäîãî m = 1, n− 1 (n× n) �
ìàòðèöó

Bm =




1
. . . 1

bm+1,m

. . . . . .

bnm 1




íàçîâåì ýëåìåíòàðíîé íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Bm îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ýëåìåíòàìè m-ãî

ñòîëáöà, ñòîÿùèìè íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè (ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
m-ãî ñòîëáöà). Ïîíÿòíî, ÷òî Bm- íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, det Bm = 1.
Ïðè ýòîì îáðàòíàÿ ìàòðèöà B−1

m ÿâëÿåòñÿ òàêæå ýëåìåíòàðíîé òðåóãîëüíîé
è èìååò ñëåäóþùèé âèä

B−1
m =




1
1
. . .

1
−bm+1,m 1
. . . . . .
−bnm 1




Ýòîò ôàêò íåòðóäíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî (BmB−1
m = E), èñïîëüçóÿ

ñâîéñòâà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.
Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B = B1B2 . . . Bn−1 èìååò ñëåäóþùóþ
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ñòðóêòóðó

B =




1
b21 1
b31 b32 1

. . . . . .
1

bn1 bn2 . . . bn,n−1 1




Ïóñòü A - ïðîèçâîëüíàÿ (n × n) - ìàòðèöà ñî ñòðîêàìè ai, i = 1, n.

Îõàðàêòåðèçóåì ñòðóêòóðó ìàòðèöû C = BmA ïî ñòðîêàì ci, i = 1, n.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ïåðâûå m ñòðîê ìàòðèöû A

îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ: ci = (ei)TA = ai, i = 1,m. Ïîñëåäóþùèå ñòðîêè
îáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó:

cm+1 = am+1 + bm+1,mam, cm+2 = am+2 + bm+2,mam, . . . , cn = an + bn,mam.

Çäåñü bm+1,m, bm+2,m, . . . , bn,m - ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, îáðàçóþùèå
ìàòðèöó Bm.

3. Ìàòðèöà îòðàæåíèÿ

Ïóñòü p ∈ Rn � íåíóëåâîé âåêòîð, ppT � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà-
äèàäà

ppT =




p2
1 p1p2 . . . p1pn

p2p1 p2
2 . . . p2pn

· · ·
pnp1 pnp2 . . . p2

n




= {pipj, i, j = 1, n}.

Ìàòðèöà îòðàæåíèÿ (âñïîìîãàòåëüíàÿ â ìåòîäå îòðàæåíèé) èìååò âèä

H = E − 2

〈p, p〉pp
T .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ Rn

ppTx =




p1 〈p, x〉
p2 〈p, x〉

. . .
pn 〈p, x〉




= 〈p, x〉p.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
Hx = x− 2〈x, p〉

〈p, p〉 p.

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòðèöû H.

1) H - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà;
2) Hp = −p;

3) åñëè 〈x, p〉 = 0, òî Hx = x;

4) H- îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà: HTH = H2 = E.

Ïîÿñíèì ñìûñë íàçâàíèÿ ìàòðèöû. Ëþáîé âåêòîð z ∈ Rn ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå z = x + y, ãäå 〈x, p〉 = 0, y = αp, α ∈ R. Òîãäà ñîãëàñíî
ñâîéñòâàì 2) è 3)

Hz = Hx + Hy = x + αHp = x− αp = x− y.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà H îñóùåñòâëÿåò îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå îòíîñè-
òåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè 〈p, x〉 = 0.

6

-
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQs

´
´

´
´

´
´

´
´́36

p

x

z
y

Hz

〈p, x〉 = 0

Íîðìèðóåì âåêòîð p â ìàòðèöå H ïî ïðàâèëó 〈p, p〉 = 2. Òîãäà ìàòðèöà
H = E − ppT íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé. Ïðè ýòîì Hx = x− 〈x, p〉p.

Ïóñòü m ∈ {1, . . . , n− 1}, a = (a1, . . . , am, am+1, . . . , an), ïðè÷åì
n∑

i=m+1
a2

i > 0.

Ïîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: íàéòè âåêòîð p ∈ Rn, 〈p, p〉 = 2 òàê,
÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà îòðàæåíèÿ îáëàäàëà ñâîéñòâîì (4= ðàâíî
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ïî îïðåäåëåíèþ)

Ha
4
= a− 〈a, p〉p =




a1

·
am−1

ym

0
·
0




. (1)

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

pi = 0, i = 1,m− 1, pm =
am − ym

β
, pi =

ai

β
, i = m + 1, n, (2)

ãäå
ym = −sign am · (

n∑

i=m

a2
i )

1/2, (sign 0 = 1),

β =
√

ym(ym − am).

Îáîçíà÷èì ‖a‖m = (
∑n

i=m a2
i )

1/2. Îòìåòèì, ÷òî ‖a‖2
m = y2

m è ïðîâåðèì, ÷òî
âûðàæåíèå ïîä çíàêîì êîðíÿ ïîëîæèòåëüíî:

ym(ym − am) = ‖a‖2
m + |am| · ‖a‖m > 0

(â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ‖a‖2
m+1 > 0).

Ïðîâåðèì óñëîâèå íîðìèðîâêè

〈p, p〉 =
1

β2 ((am − ym)2 + ‖a‖2
m+1) =

1

β2 (‖a‖2
m − 2ymam + y2

m) =

=
1

β2 (2y
2
m − 2ymam) =

2

β2ym(ym − am) = 2

Ïîäñ÷èòàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈a, p〉 =
1

β
(am(am − ym) + ‖a‖2

m+1) =
1

β
(‖a‖2

m − amym) =
ym(ym − am)

β
= β.

Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà Ha (ïðîâåðèì ñâîéñòâî (1))

(Ha)i = ai, i = 1,m− 1,

(Ha)m = am − β
am − ym

β
= ym,

(Ha)i = ai − β
ai

β
= 0, i = m + 1, n.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ Rn è èíäåêñà m ∈ {1, . . . , n − 1}
âåêòîð p ñ êîîðäèíàòàìè (2) îáåñïå÷èâàåò ìàòðèöå H ñâîéñòâî (1). Ïîä÷åðê-
íåì çàâèñèìîñòü ýòîé ìàòðèöû îò èíäåêñà m : H = H(m). Â ÷àñòíîñòè,

H(1)a =




y1

0
·
·
·
·
0




; H(2)a =




a1

y2

0
·
·
·
0




; · · · ; H(n−1)a =




a1

·
·
·

an−2

yn−1

0




.

Îòìåòèì îäíî ñâîéñòâî ìàòðèöû H(m). Ïóñòü c = (c1, . . . , cm−1, 0, . . . , 0).
Òîãäà, â ñèëó (2) 〈c, p〉 = 0, ò.å. ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 3) H(m)c = c.

4. Íîðìû âåêòîðîâ è ìàòðèö

Äëÿ x ∈ Rn ââåäåì ñåìåéñòâî íîðì Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì p ≥ 1

‖x‖p = (
n∑

i=1
|xi|p)1/p.

Âûäåëèì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå èç ýòèõ íîðì:
1) ‖x‖1 =

∑n
i=1 |xi| � îêòàýäðè÷åñêàÿ,

2) ‖x‖2 = (
∑n

i=1 x2
i )

1/2 � ñôåðè÷åñêàÿ (åâêëèäîâà),
3) ‖x‖∞ = max1≤i≤n |xi| � êóáè÷åñêàÿ (÷åáûøåâñêàÿ).
Ââåäåì ïîíÿòèå ìàòðè÷íîé íîðìû. Ïóñòü Mn � ìíîæåñòâî (n× n)-ìàò-

ðèö.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ‖·‖ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé,

åñëè äëÿ âñåõ ìàòðèö A,B ∈ Mn âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1) ‖A‖ ≥ 0, ‖A‖ = 0 ⇔ A = 0,

2) ‖αA‖ = |α|‖A‖ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α,

3) ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖,
4) ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.
Ïðèâåäåì íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå ìàòðè÷íûå íîðìû:
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1) ‖A‖1 = max1≤j≤n
∑n

i=1 |aij| � ìàêñèìàëüíàÿ ñòîëáöîâàÿ íîðìà,
2) ‖A‖2 = max1≤i≤n

√
λi(ATA) � ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà,

3) ‖A‖∞ = max1≤i≤n
∑n

j=1 |aij| � ìàêñèìàëüíàÿ ñòðî÷íàÿ íîðìà,
4) ‖A‖F = (

∑n
i=1

∑n
j=1 a2

ij)
1/2 � íîðìà Ôðîáåíèóñà (åâêëèäîâà).

Îòìåòèì, ÷òî ‖A‖1 = ‖AT‖∞. Â îòíîøåíèè ‖A‖2 çàìåòèì ñëåäóþùåå.
Ìàòðèöà ATA ñèììåòðè÷íà è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà:

〈x,ATAx〉 = 〈Ax,Ax〉 ≥ 0, x ∈ Rn.

Ïîýòîìó åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi(A
TA) âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëüíû,

ò.å. âûðàæåíèå äëÿ ‖A‖2 âïîëíå êîððåêòíî. Åñëè ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà,
òî

λi(A
TA) = λi(A

2) = λ2
i (A).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖A‖2 = max
1≤1≤n

√
λ2

i (A) = max
1≤i≤n

|λi(A)| = ρ(A).

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ðàâíà åå
ñïåêòðàëüíîìó ðàäèóñó.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó âåêòîðíûìè è ìàòðè÷íûìè íîðìàìè.
Îïðåäåëåíèå. Íîðìà ìàòðèöû ‖A‖ íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ âåê-

òîðíîé íîðìîé ‖x‖, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðè÷íàÿ íîðìà ‖A‖ íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåííîé âåê-
òîðíîé íîðìå ‖x‖, åñëè

‖A‖ = max
x6=0

‖Ax‖/‖x‖.

Óêàæåì ýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîä÷èíåííîé íîðìû

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖.

Ïîä÷èíåííóþ íîðìó íàçûâàþò òàêæå îïåðàòîðíîé, èíäóöèðîâàííîé.
Ëåììà 1. Ïóñòü ‖ · ‖ - çàäàííàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà. Ïîä÷èíåííàÿ ìàò-

ðè÷íàÿ íîðìà ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ äàííîé âåêòîðíîé íîðìîé. Ñðåäè
âñåõ ñîãëàñîâàííûõ ìàòðè÷íûõ íîðì ïîä÷èíåííàÿ íîðìà ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîä÷èíåííîé íîðìû èìååì

‖A‖ ≥ ‖Ax‖/‖x‖, x 6= 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ‖Ax‖ ≥ ‖A‖ · ‖x‖, x ∈ Rn.

Äîïóñòèì, âîïðåêè âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû, ÷òî èìååòñÿ íîðìà
‖A‖0 < ‖A‖, ñîãëàñîâàííàÿ ñ äàííîé âåêòîðíîé íîðìîé

‖Ax‖ ≤ ‖A‖0 · ‖x‖, x ∈ Rn.

Îòñþäà, äëÿ x 6= 0 èìååì ‖Ax‖/‖x‖ ≤ ‖A‖0. Ñëåäîâàòåëüíî,

max
x6=0

‖Ax‖/‖x‖ ≤ ‖A‖0 < ‖A‖,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïîä÷èíåííîé íîðìû.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íîðìà ‖A‖ ñîãëàñîâàíà ñ ‖x‖ ïðè÷åì ñóùåñòâóåò

âåêòîð x 6= 0, äëÿ êîòîðîãî ‖Ax‖ = ‖A‖ · ‖x‖. Òîãäà ‖A‖ ÿâëÿåòñÿ ïîä÷è-
íåííîé äëÿ ‖x‖.

Ëåììà 2. Ìàòðè÷íàÿ íîðìà ‖A‖p ÿâëÿåòñÿ ïîä÷èíåííîé ïî îòíîøå-
íèþ ê âåêòîðíîé íîðìå ‖x‖p, p = 1, 2,∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ p = 1.

Ïóñòü ai ∈ Rn - i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû A. Òîãäà

‖A‖1 = max
1≤i≤n

‖ai‖1.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn ïîëó÷àåì

‖Ax‖1 = ‖
n∑

i=1
xia

i‖1 ≤
n∑

i=1
|xi| · ‖ai‖1 ≤

≤ ‖A‖1

n∑

i=1
|xi| = ‖A‖1 · ‖x‖1.

Èòàê, ‖A‖1 ñîãëàñîâàíà ñ ‖x‖1 : ‖Ax‖1 ≤ ‖A‖1‖x‖1. Óêàæåì âåêòîð x 6= 0,
ðåàëèçóþùèé çäåñü ðàâåíñòâî. Ïóñòü max â âûðàæåíèè äëÿ ‖A‖1 äîñòèãàåò-
ñÿ ïðè i = k, ò.å. ‖A‖1 = ‖ak‖1. Âîçüìåì x = ek, ãäå ek - êîîðäèíàòíûé îðò.
Òîãäà

‖ek‖1 = 1, ‖Aek‖1 = ‖ak‖1 = ‖A‖1.
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Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì è ìàòðè÷íîé íîðìîé.
Ëåììà 3. Ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäÿò

ëþáóþ èç åå íîðì: |λi(A)| ≤ ‖A‖, i = 1, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (λ, x) - ïðîèçâîëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ ïàðà ìàòðèöû
A. Îáðàçóåì (n×n) � ìàòðèöó X, ó êîòîðîé ïåðâûé ñòîëáåö åñòü âåêòîð x,
à îñòàëüíûå ñòîëáöû íóëåâûå. Òîãäà óñëîâèå Ax = λx ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà AX = λX. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ àêñèîìû ìàòðè÷-
íîé íîðìû, ïîëó÷àåì

|λ| · ‖X‖ = ‖AX‖ ≤ ‖A‖ · ‖X‖.
Ïîñêîëüêó x 6= 0, òî ‖X‖ > 0. Òîãäà |λ| ≤ ‖A‖.

Ñëåäñòâèå. ρ(A) ≤ ‖A‖.
Âûÿñíèì âîçìîæíîñòü ðàâåíñòâà â ïîñëåäíåé îöåíêå. Ïóñòü A - ñèììåò-

ðè÷íàÿ ìàòðèöà. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, ρ(A) = ‖A‖2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö

ρ(A) = min
‖·‖

‖A‖

(ìèíèìóì ïî âñåì íîðìàì ìàòðèöû A).
Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ρ(A) = inf
‖·‖
‖A‖. (3)

5. Ìàòðè÷íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Ak, k = 1, 2, . . . , ãäå Ak =
{ak

ij, i, j = 1, n}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak} ñõîäèò-
ñÿ ê ìàòðèöå A∗ = {a∗ij, i, j = 1, n}, åñëè èìååò ìåñòî ïîýëåìåíòíàÿ
ñõîäèìîñòü: ak

ij → a∗ij, k →∞.
Êàê è â âåêòîðíîì ñëó÷àå, ñõîäèìîñòü Ak → A∗, k → ∞ ýêâèâàëåíòíà

ñõîäèìîñòè ïî ëþáîé íîðìå: ‖Ak − A∗‖ → 0, k →∞.
Èçó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé (n × n)-ìàòðèöû A (ìàòðè÷íóþ

ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ)

E,A, A2, . . . , Ak, . . .
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Çàìåòèì, ÷òî A2 = AA, Ak = Ak−1A = AAk−1.

Âûÿñíèì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìàòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak} ê íó-
ëåâîé ìàòðèöå O.

Äîêàæåì îäíî ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.
Ëåììà 4. Ïóñòü ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà. Åñëè ‖A‖ < 1,

òî Ak → O, k →∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé íîðìû èìååò ìåñ-

òî íåðàâåíñòâî ‖Ak‖ ≤ ‖A‖k, k = 2, 3 . . . Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè
k →∞ ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè
Ak → O.

Ëåììà 5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû Ak → O, k →∞ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ρ(A) < 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Ak → O, k →∞, íî ρ(A) ≥ 1.
Ïóñòü (λ, x) � ñîáñòâåííàÿ ïàðà ìàòðèöû A. Òîãäà

‖Akx‖ = ‖Ak−1Ax‖ = |λ| · ‖Ak−1x‖ = . . . = |λ|k · ‖x‖.
Ñ÷èòàÿ ìàòðè÷íóþ è âåêòîðíóþ íîðìû ñîãëàñîâàííûìè, èìååì

‖Akx‖ ≤ ‖Ak‖ · ‖x‖.
Ïîñêîëüêó x 6= 0, òî ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî |λ|k ≤ ‖A‖k. Òàê êàê ρ(A) ≥
1, òî íàéäåòñÿ ñîáñòâåííîå ÷èñëî λs òàêîå, ÷òî |λs| ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
‖Ak‖ ≥ |λs|k ≥ 1, k = 1, 2, . . . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíûì óñëîâèåì
Ak → O, k →∞. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ρ(A) < 1. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3), çàêëþ÷à-
åì, ÷òî íàéäåòñÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà ‖A‖ òàêàÿ, ÷òî ‖A‖ < 1. Îòñþäà, íà
îñíîâàíèè ëåììû 4 ïîëó÷àåì Ak → O, k →∞.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ìàòðè÷íîãî ðÿäà
∞∑

k=0
Ak = E + A + A2 + . . . , (4)

ñîñòàâëåííîãî èç ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè {Ak}.
Ëåììà 6. Äëÿ ñõîäèìîñòè ìàòðè÷íîãî ðÿäà (4) íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû Ak → O, k →∞. Ïðè ýòîì ñóììà ðÿäà ðàâíà (E − A)−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ðÿä (4) ñõîäèòñÿ. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sk}, ãäå Sk = E + A +
. . . + Ak. Ñëåäîâàòåëüíî, Sk − Sk−1 = Ak → O, k → ∞. Íåîáõîäèìîñòü
äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Ak → O, k →∞. Òîãäà â ñèëó ëåììû 5 |λi(A)| <
1, i = 1, n. Ñëåäîâàòåëüíî, 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû A,
ò.å.

det(A− E) = (−1)n det(E − A) 6= 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà (E − A)−1.

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

(E + A + . . . + Ak)(E − A) = E − Ak+1.

Óìíîæèì åãî ñïðàâà íà ìàòðèöó (E − A)−1

Sk = (E − A)−1 − Ak+1(E − A)−1.

Ïåðåéäåì çäåñü ê ïðåäåëó ïðè k → ∞. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ak → O, k → ∞,
ïîëó÷àåì Ak+1(E−A)−1 → 0, k →∞, ò.å. ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò
è ðàâåí (E − A)−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè

lim
k→∞

Sk =
∞∑

k=0
Ak = (E − A)−1.

�2. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Ââîäíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñëåäóþùåé
çàïèñè

n∑

j=1
aijxj = bi, i = 1, n. (1)

Çäåñü aij - êîýôôèöèåíòû, bi � ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (âõîäíûå äàííûå), xj

� èñêîìûå ïåðåìåííûå.
Ïóñòü A = {aij} � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, b = (b1, . . . , bn) � âåêòîð

ïðàâûõ ÷àñòåé, x = (x1, . . . , xn)� âåêòîð íåèçâåñòíûõ. Òîãäà ñèñòåìà (1)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå

Ax = b, (1)
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êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé. Íàøà öåëü ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè
è èçó÷åíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1).

Îòìåòèì, ÷òî äâå ñèñòåìû âèäà (1) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò. Íàèáîëåå òèïè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñ-
òåìû ñ ñîõðàíåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ñâÿçàíî ñ óìíîæåíèåì íà íåâûðîæ-
äåííóþ ìàòðèöó:

Ax = b ⇔ DAx = Db, det D 6= 0.

Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè det A 6= 0. Íåâûðîæäåííàÿ
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = A−1b.

Âûäåëèì êëàññ ëèíåéíûõ ñèñòåì, ðåøåíèå êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ ýëåìåí-
òàðíî. Ýòî ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè (òðåóãîëüíûå ñèñòåìû).

Ïóñòü A - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (aij = 0, i < j), ò.å. ñèñòåìà
èìååò âèä

i∑

j=1
aijxj = bi, i = 1, n.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî det A 6= 0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà)

x1 =
b1

a11
, xi =

1

aii
(bi −

i−1∑

j=1
aijxj), i = 2, n.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü A - âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (aij = 0, i > j), ò.å.
ñèñòåìà èìååò âèä

n∑

j=i

aijxj = bi, i = 1, n.

Òîãäà åå ðåøåíèå îò xn äî x1 â ñëó÷àå det A 6= 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà)

xn =
bn

ann
, xi =

1

aii
(bi −

n∑

j=i+1
aijxj), i = n− 1, 1.

Îäíîé èç áàçîâûõ èäåé ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáùèõ ëèíåéíûõ
ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ðåäóêöèÿ) èñõîäíîé
ñèñòåìû ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû:
òî÷íûå (ïðÿìûå) è èòåðàöèîííûå.
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Òî÷íûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû çà êîíå÷íîå
÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (âõîäíûå äàííûå çàäàíû òî÷íî, âñå îïåðà-
öèè âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî, áåç îêðóãëåíèé). Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ òî÷íûõ
ìåòîäîâ ïðîâîäèòñÿ îáû÷íî ïî ÷èñëó àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ñèñòåìå èç n óðàâíåíèé (êàê ïðàâèëî, ÿâíî
óêàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü ýòîãî ÷èñëà îòíîñèòåëüíî n). Ê ïðèìåðó, äëÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç n óðàâíåíèé ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ïî âûøåïðèâåäåí-
íûì ôîðìóëàì òðåáóåòñÿ n2/2 + O(n) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (òî÷íîå
÷èñëî âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé [n(n−1)

2 + n + n− 1]).
Èòåðàöèîííûå ìåòîäû � ýòî ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

x0, x1, . . . , xk, . . . ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x∗. Ïåðåõîä xk ⇒ xk+1 íàçûâàåòñÿ
k-îé èòåðàöèåé ìåòîäà, âåëè÷èíà ‖xk−x∗‖ � ïîãðåøíîñòüþ k-ãî ïðèáëèæå-
íèÿ. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ, åñëè xk → x∗, k →∞ (‖xk − x∗‖ → 0,
k →∞).

Ïóñòü ε > 0 � çàäàííàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (òðåáóåòñÿ
íàéòè ðåøåíèå x∗ ñ òî÷íîñòüþ ε). Âåêòîð xε íàçûâàåòñÿ ε - ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèåì ñèñòåìû (1), åñëè ‖xε − x∗‖ ≤ ε (ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ ε).

Ñõîäÿùèéñÿ ìåòîä íàõîäèò ε-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî
èòåðàöèé: äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð èòåðàöèè kε òàêîé, ÷òî
‖xk − x∗‖ ≤ ε, k ≥ kε.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïîã-
ðåøíîñòè, ò.å. íåðàâåíñòâî âèäà ‖xk−x∗‖ ≤ ∆k, ãäå âåëè÷èíà ∆k íå çàâèñèò
îò x∗ (ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà). Åñëè ∆k → 0, k → ∞, òî ìåòîä ÿâëÿåòñÿ
ñõîäÿùèìñÿ. Åñëè ∆k ≤ ε (óñëîâèå îñòàíîâêè), òî xk � ε-ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå.

Ñõîäÿùèåñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïî ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê x∗ ñ ëèíåéíîé
ñêîðîñòüþ, åñëè

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q‖xk − x∗‖, k = 0, 1, . . .

ïðè óñëîâèè q ∈ (0, 1).

Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïîëó÷àåì (îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè)

‖xk+1 − x∗‖ ≤ qk+1‖x0 − x∗‖.
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Ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòü⇔ ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè (çíàìåíàòåëü q).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê x∗ ñ êâàäðàòè÷-
íîé ñêîðîñòüþ, åñëè

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q‖xk − x∗‖2, k = 0, 1, . . .

ïðè óñëîâèè q‖x0 − x∗‖ ∈ (0, 1).

Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì õàðàêòåðèçàöèþ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè

‖xk+1 − x∗‖ ≤ 1

q
(q‖x0 − x∗‖)2k+1

.

�3. Ìåòîä Ãàóññà

1. Ñõåìà åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ èäåÿ ìåòîäà Ãàóññà � ïðèâåäåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ê òðåó-
ãîëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Ñó-
ùåñòâóåò íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ìåòîäà.

Ïðåäñòàâèì ñòàíäàðòíóþ âåðñèþ ìåòîäà � ñõåìó åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó â ðàçâåðíóòîé ôîðìå

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

. . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn.

(1)

Øàã 1. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî a11 6= 0, ñîñòàâèì îòíîøåíèÿ
li1 =

ai1

a11
, i = 2, n.

×èñëà li1 íàçîâåì ìíîæèòåëÿìè ïåðâîãî øàãà. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû (1) íà li1 è âû÷òåì èç i-ãî óðàâíåíèÿ, i = 2, n. Â ðåçóëüòàòå
ïåðåìåííàÿ x1 èñêëþ÷àåòñÿ èç i-ãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé
ñèñòåìå

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a
(1)
22 x2 + . . . + a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

. . . . . . . . .

a
(1)
n2 x2 + . . . + a(1)

nnxn = b(1)
n .

(1.1)
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Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåõîäå îò (1) ê (1.1) èìåþò
âèä

a
(1)
ij = aij − li1a1j, b

(1)
i = bi − li1b1, i, j = 2, n.

Ïóñòü A(1) ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, b(1) � âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû
(1.1). Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî øàãà ñèñòåìà (1) èìååò âèä A(1)x = b(1).

Â ýëåìåíòàðíîì ïëàíå øàã 1 ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ x1 íàõîäèòñÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿåòñÿ â ïîñëåäóþùèå
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1).

Åñëè â ñèñòåìå (1) a11 = 0, òî â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû A íàéäåòñÿ
íåíóëåâîé ýëåìåíò ai1 (â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè A). Â ýòîì ñëó÷àå äî íà÷àëà
øàãà 1 ïåðåñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ ñ íîìåðàìè 1 è i ïîñëå ÷åãî èñêëþ÷åíèå x1

ïðîâîäèòñÿ ïðåæíèì îáðàçîì.
Øàã 2. Ñ÷èòàÿ, ÷òî a

(1)
22 6= 0, âû÷èñëèì ìíîæèòåëè âòîðîãî øàãà

li2 =
a

(1)
i2

a
(1)
22

, i = 3, n.

Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.1) íà li2 è âû÷òåì èç i-ãî óðàâíåíèÿ,
i = 3, n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . . + a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x3 + . . . + a

(2)
3n xn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . .

a
(2)
n3 x3 + . . . + a(2)

nnxn = b(2)
n .

(1.2)

Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåõîäå îò (1.1) ê (1.2) èìå-
þò âèä

a
(2)
ij = a

(1)
ij − li2a

(1)
2j , b

(2)
i = b

(1)
i − li2b

(1)
2 , i, j = 3, n.

Â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå ïîñëå âòîðîãî øàãà ïðåîáðàçîâàíèé èñõîä-
íàÿ ñèñòåìà èìååò âèä A(2)x = b(2), ãäå A(2) - ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, b(2)

� âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (1.2).

Åñëè a
(1)
22 = 0, òî íåîáõîäèìî ïåðåñòàâèòü âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.1)

ñ îäíèì èç íèæåñëåäóþùèõ.
Äàëüíåéøèé õîä ïðîöåññà âïîëíå ïîíÿòåí. Ïîñëå (n−1)-ãî øàãà ïåðåìåí-
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íàÿ xn−1 èñêëþ÷åíà èç n-ãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê òðåóãîëüíîé ñèñòåìå
a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . . + a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x3 + . . . + a

(2)
3n xn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . .

a(n−1)
nn xn = b(n−1)

n .

(1.n− 1)

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îò xn ê x1 ïðîâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíî, ÷òî è
çàâåðøàåò ðåàëèçàöèþ ìåòîäà Ãàóññà. Îòìåòèì âåêòîðíî-ìàòðè÷íûé âàðè-
àíò ñèñòåìû (1.n-1): A(n−1)x = b(n−1).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñèëó õàðàêòåðà ïðåîáðàçîâàíèé íà êàæäîì øàãå ìåòî-
äà Ãàóññà ñèñòåìû (1), (1.1), (1.2), . . . , (1.n− 1) ýêâèâàëåíòíû.

Ïåðåõîä îò ñèñòåìû (1) ê òðåóãîëüíîé ñèñòåìå (1.n− 1) íàçûâàåòñÿ
ïðÿìûì õîäîì ìåòîäà Ãàóññà. Ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ
êîìïîíåíò ðåøåíèÿ èç ñèñòåìû (1.n − 1) íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì õîäîì
ìåòîäà. Êîýôôèöèåíòû a11, a

(1)
22 , . . . , a(n−1)

nn , íà êîòîðûå ïðîèçâîäèòñÿ äå-
ëåíèå â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû, íàçûâàþòñÿ âåäóùèìè ýëåìåí-
òàìè ìåòîäà.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ òðóäîåìêîñòü ìåòîäà Ãàóññà
(÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé) ðàâíà 2

3n
3+O(n2). Òàêèì îáðàçîì, îñíîâ-

íàÿ ðàáîòà ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ãàóññà ñâÿçàíà ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ìàòðè-
öû A ê òðåóãîëüíîìó âèäó (ïðÿìîé õîä).

Îñíîâíûì îãðàíè÷åíèåì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå îá îòëè÷èè îò
íóëÿ âåäóùèõ ýëåìåíòîâ a11, a

(1)
22 , . . . , a(n−1)

nn . Äëÿ íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû
ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà ñ÷åò ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâêè óðàâ-
íåíèé.

Åñëè êàêîé-òî âåäóùèé ýëåìåíò íå ðàâåí íóëþ, íî ïðîñòî áëèçîê ê íåìó,
òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñèëüíîå íàêîïëåíèå ïîãðåø-
íîñòåé. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ýòîé ñèòóàöèè ðàçðàáîòàíû ìîäèôèêàöèè
ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Ãàóññà � ñõåìû ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûå
îáåñïå÷èâàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìåòîä Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî
ñòîëáöó.

Øàã 1. Â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà âûáåðåì ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ
(ãëàâíûé) ýëåìåíò ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A. Ïóñòü ýòî áóäåò ai11. Åñëè
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i1 > 1, òî ïåðåñòàâèì óðàâíåíèÿ ñ íîìåðàìè 1, i1 è ðåàëèçóåì ïåðâûé øàã
ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Ãàóññà.

Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîãî âûáîðà âñå ìíîæèòåëè ïåðâîãî øàãà
ïî ìîäóëþ íå áîëüøå 1.

Øàã 2. Â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà âûáåðåì ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ
(ãëàâíûé) ýëåìåíò ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû {a(1)

ij , i, j = 2, n}.
Ïóñòü ýòî áóäåò a

(1)
i22. Åñëè i2 > 2, òî ïåðåñòàâèì óðàâíåíèÿ 2, i2 â ñèñòåìå

(1.1) è ðåàëèçóåì âòîðîé øàã ìåòîäà Ãàóññà. Â äàííîì ñëó÷àå |li2| ≤ 1,
i = 3, n.

Äàëüíåéøèé õîä ìåòîäà âïîëíå î÷åâèäåí. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ñõåìå
ïîðÿäîê èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ñîõðàíÿåòñÿ: 1, 2, . . . , n.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûãëÿäèò ìåòîä Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëå-
ìåíòà ïî ñòðîêàì. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòàâëÿþòñÿ ñòîëáöû ìàòðèö A, A(1),
. . . , ò.å. èçìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ.

Îïèñàííûå ìîäèôèêàöèè íàçûâàþò ñõåìàìè ñ ÷àñòè÷íûì âûáîðîì.
Ïðîêîììåíòèðóåì ìåòîäà Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî âñåé

ìàòðèöå (ïîëíûé âûáîð). Â ýòîé ñõåìå íà ïåðâîì øàãå â êà÷åñòâå âåäóùåãî
ýëåìåíòà âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò ìàòðèöû A. Ïóñòü
ýòî áóäåò ai1j1. Ïåðåñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ ñ íîìåðàìè 1, i1, è ñòîëáöû ìàòðè-
öû A ñ íîìåðàìè 1, j1, ïîñëå ÷åãî ðåàëèçóåòñÿ ïåðâûé øàã ìåòîäà Ãàóññà.

Íà âòîðîì øàãå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïàþò ñ ìàòðèöåé {a(1)
ij , i, j =

2, n} è ò.ä.
Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ýòîé ñõåìû ìíîæèòåëè lij íà âñåõ øàãàõ îãðàíè÷åíû

ïî ìîäóëþ åäèíèöåé.

2. Ìàòðè÷íîå îïèñàíèå ìåòîäà

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà õàðàêòåðèçóåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì

Ax = b, A(1)x = b(1), A(2)x = b(2), . . . , A(n−1)x = b(n−1),

ïðè÷åì â ìàòðèöå A(1) ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ðàâíû
íóëþ, â ìàòðèöå A(2) ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëá-
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öîâ ðàâíû íóëþ è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå èòîãîâàÿ ìàòðèöà A(n−1) ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåé òðåóãîëüíîé.

Îïèøåì ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà íà ÿçûêå ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèé.
Øàã 1. Èñïîëüçóÿ ìíîæèòåëè ïåðâîãî øàãà li1, i = 2, n, îáðàçóåì

ýëåìåíòàðíóþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó

L(1) =




1
−l21 1

. . .

−ln1 . . . 1




.

Óìíîæèì ñèñòåìó (1) íà ìàòðèöó L(1). Â ðåçóëüòàòå, êàê íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ïîëó÷àåì ñèñòåìó (1.1), ò.å. A(1) = L(1)A, b(1) = L(1)b.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà L(1) ðåàëèçóåò ïåðâûé øàã ìåòîäà Ãàóññà: â
ïðîèçâåäåíèè L(1)A ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ðàâíû
íóëþ.

Øàã 2. Èñïîëüçóÿ ìíîæèòåëè âòîðîãî øàãà li2, i = 3, n, îáðàçóåì
ýëåìåíòàðíóþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó

L(2) =




1
1
−l32 . . .
. . .

−ln2 . . . 1




.

Óìíîæèì ñèñòåìó (1.1) íà L(2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó (1.2), ò.å.
A(2) = L(2)A(1), b(2) = L(2)b(1).

Èòàê, ìàòðèöà L(2) îñóùåñòâëÿåò âòîðîé øàã ìåòîäà Ãàóññà: â ïðîèçâåäå-
íèè L(2)A(1) ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöîâ ðàâíû
íóëþ.

Øàã (n− 1). Îáðàçóåì ìàòðèöó

L(n−1) =




1
. . .

1
−ln,n−1 1




,

ãäå ln,n−1 � ìíîæèòåëü (n− 1)-ãî øàãà.
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Òîãäà A(n−1) = L(n−1)A(n−2), b(n−1) = L(n−1)b(n−2), ò.å. ìàòðèöà L(n−1)

ðåàëèçóåò ïîñëåäíèé øàã ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà: ïðîèçâåäåíèå
L(n−1)A(n−2) åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Ïîäâåäåì èòîã. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì

A(n−1) = L(n−1)A(n−2) = . . . = L(n−1)L(n−2) . . . L(1) A,

ò.å. òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà A(n−1) åñòü ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî óìíîæå-
íèÿ ìàòðèöû A íà ýëåìåíòàðíûå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû L(1), L(2), . . . , L(n−1).

Èç ïðåäûäóùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû A

A = LA(n−1), L = L−1
(1)L

−1
(2) . . . L

−1
(n−1).

Îòìåòèì, ÷òî

L−1
(m) =




1
. . .

1
lm+1,m 1

. . .

lnm 1




, m = 1, n− 1.

Ïðè ýòîì L - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ (ìàò-
ðèöà ìíîæèòåëåé lij, i > j )

L =




1
l21 1
l31 l32 1

. . . . . .

ln1 ln2 . . . ln,n−1 1




Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû îïèñûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé
ñèñòåìû

b(n−1) = L(n−1)L(n−2) . . . L(1) b, b = Lb(n−1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà ìîæíî ïðîâîäèòü îòäåëüíî äëÿ
ìàòðèöû A (íåçàâèñèìî îò âåêòîðà b). Â ðåçóëüòàòå, ïðè óñëîâèè ñîõðàíå-
íèÿ ìíîæèòåëåé íà âñåõ øàãàõ, äëÿ ìàòðèöû A ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
âèäà A = LA(n−1), ãäå L - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé äèàãî-
íàëüþ, A(n−1) - âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâà-
þò òðåóãîëüíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.
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3. Êîìïàêòíàÿ ñõåìà ìåòîäà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó Ax = b. Äîïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà A ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö L è U : A = LU, ãäå
L - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ (n×n) - ìàòðèöà (L - Lower - íèæíèé), U - âåðõíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ (n × n)- ìàòðèöà (U - Upper- âåðõíèé). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
íàçûâàþò LU - ðàçëîæåíèåì èëè LU - ôàêòîðèçàöèåé ìàòðèöû A.

Åñëè äëÿ ìàòðèöû A ïîëó÷åíî LU - ðàçëîæåíèå, òî ðåøåíèå ñèñòåìû
Ax = b ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ äâóõ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì

1) Ly = b (ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé),
2) Ux = y (ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé).
Êîìïàêòíàÿ ñõåìà ìåòîäà Ãàóññà ñâÿçàíà ñ íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçàöè-

åé LU - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A. Ïðîâåäåì îïèñàíèå ýòîé ñõåìû.
Áóäåì èñêàòü äëÿ ìàòðèöû A = {aij} LU - ðàçëîæåíèå ñ ìàòðèöàìè

L = {lij}, U = {uij}, i, j = 1, n ïðè óñëîâèè, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû L ðàâíû åäèíèöå: lii = 1, i = 1, n. Ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî ìàòðè÷íîãî
óìíîæåíèÿ, çàïèøåì ðàâåíñòâî A = LU ïîýëåìåíòíî

aij =
n∑

k=1
likukj, i, j = 1, n.

Ïîñêîëüêó lik = 0 ïðè i < k, ukj = 0, k > j, òî ïîëó÷àåì
min{i,j}∑

k=1
likukj = aij, i, j = 1, n. (2)

Îòñþäà, ïðè i ≤ j èìååì

uij +
i−1∑

k=1
likukj = aij. (2.1)

Äëÿ i > j
j∑

k=1
likukj = aij.

Ïåðåñòàâèì â ýòîì ðàâåíñòâå èíäåêñû i, j :

i∑

k=1
ljkuki = aji, i < j. (2.2)
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Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (2.1), (2.2) èñêîìûå ýëåìåíòû lij, i > j, uij,

i ≤ j ìàòðèö L,U ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Èç (2.1) ïðè i = 1 ïîëó÷àåì ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû U :

u1j = a1j, j = 1, n. (3)

Èç (2.2) ïðè i = 1 ïîëó÷àþòñÿ ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû L :

lj1 =
aj1

u11
, j = 2, n (u11 6= 0). (4)

Ïóñòü óæå âû÷èñëåíû ïåðâûå (i − 1) ñòðîê ìàòðèöû U è ïåðâûå (i − 1)
ñòîëáöîâ ìàòðèöû L, i = 2, n.

Òîãäà ýëåìåíòû i-îé ñòðîêè ìàòðèöû U ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ñîãëàñíî ôîð-
ìóëàì (2.1)

uij = aij −
i−1∑

k=1
likukj, j = i, n. (5)

Ýëåìåíòû i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû L âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ôîðìóë (2.2)
(uii 6= 0)

lji =
1

uii
(aji −

i−1∑

k=1
ljkuki), j = i + 1, n. (6)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîäñ÷åòà ìàòðèö L,U íàçûâàþò êîìïàêòíîé
ñõåìîé ìåòîäà Ãàóññà. Ôàêòè÷åñêè îíà ðåàëèçóåò ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà
äëÿ ìàòðèöû A.

Ïðîâåäåì îáîñíîâàíèå ýòîé ñõåìû. Âûÿñíèì óñëîâèÿ íà ìàòðèöó A, ïðè
êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (3)-(6) îñóùåñòâèìû (ïðè êîòîðûõ uii 6=
0, i = 1, n).

Òåîðåìà. Ìàòðèöà A äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå LU - ðàçëîæåíèå (L
- íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ, U - âåðõíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå óãëîâûå ìèíîðû
îòëè÷íû îò íóëÿ: det Am 6= 0, m = 1, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóë (3)-(6) äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö L, U ñëåäóåò,
÷òî îäíîçíà÷íîå LU - ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà uii 6= 0, i = 1, n. Âûðàçèì ýòè ýëåìåíòû ÷åðåç óãëîâûå ìèíîðû
ìàòðèöû A.

Ïóñòü Lm, Um - óãëîâûå ïîäìàòðèöû ìàòðèö L,U ñîîòâåòñòâåííî. Èç
ñîîòíîøåíèé (2) ïîëó÷àåì

aij =
m∑

k=1
likukj, i, j = 1,m; (m ≥ min{i, j}).
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Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Am = LmUm. Ïîñêîëüêó det Lm = 1,
det Um = u11 . . . umm, òî det Am = u11 . . . umm, m = 1, n. Îòñþäà

u11 = det A1, umm =
det Am

det Am−1
, m = 2, n.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà umm 6= 0 è det Am 6= 0, m = 1, n ýêâèâàëåíòíû.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû L,A(n−1) âû÷èñëåííûå ïî ñõåìå
åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ è êîìïàêòíîé ñõåìå îäèíàêîâû: A(n−1) = U. Ïîýòîìó
óñëîâèå det Am 6= 0, m = 1, n ãàðàíòèðóåò îñóùåñòâèìîñòü (ïðèìåíèìîñòü)
ñõåìû åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ. Ïðè ýòîì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
U ñîâïàäàþò ñ âåäóùèìè ýëåìåíòàìè ñõåìû åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ:

u11 = a11, u22 = a
(1)
22 , . . . , unn = a(n−1)

nn .

Çàìå÷àíèå 2. Óêàæåì ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåâûðîæäåííîé
ìàòðèöû A, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî LU -ðàçëîæåíèå.

Ìàòðèöà � ïåðåñòàíîâêà P � ýòî ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç E ïðîèçâîëü-
íîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê.

Ïîíÿòíî, ÷òî P � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà (å¼ ñòðîêè îáðàçóþò îðòîíîð-
ìèðîâàííóþ ñèñòåìó). Êðîìå òîãî, ìàòðèöà PA ïîëó÷àåòñÿ èç A àíàëîãè÷-
íîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå [2, ñ.65]. Åñëè det A 6= 0, òî ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà � ïåðåñòàíîâêà P òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå PA =
LU.

Òàêèì îáðàçîì, íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A äîïóñêàåò LU -ðàçëîæåíèå
ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè ñòðîê.

4. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Ïðèìåíÿÿ
ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà äëÿ ìàòðèöû A, ïîëó÷àåì òðåóãîëüíîå ðàçëîæå-
íèå A = LU. Îòñþäà det A = a11a

(1)
22 . . . a(n−1)

nn . Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû A ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âåäóùèõ ýëåìåíòîâ ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà
Ãàóññà (ñõåìà åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ). Â ñõåìàõ ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåí-
òà det A = (−1)pa11a

(1)
22 . . . a(n−1)

nn , ãäå p - îáùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è
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ñòîëáöîâ â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ïðÿìîãî õîäà, a11, a
(1)
22 , . . . , a(n−1)

nn - âåäóùèå
ýëåìåíòû ñõåìû.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû A :

det Am = a11a
(1)
22 . . . a(m−1)

mm , m = 1, n.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñåðèþ ñèñòåì ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé A : Ax =
bj, j = 1, s. Ðåàëèçóåì äëÿ ìàòðèöû A ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà è íàéäåì
òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå A = LU. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî j = 1, s ðåøàþòñÿ
äâå òðåóãîëüíûå ñèñòåìû Ly = bj, Ux = y. Â ðåçóëüòàòå âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì èñõîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ìàòðèöû A. Ïî îïðåäåëåíèþ,
îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX = E.

Ðàñïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû X. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
n ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà Ax = ej, j = 1, n. Ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = ej

ÿâëÿåòñÿ j-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû A−1. Äàëåå äåéñòâóåì ïî âûøåïðèâåäåííîé
ñõåìå:

A = LU, ∀ j = 1, n : Ly = ej, Ux = y.

Àðèôìåòè÷åñêàÿ òðóäîåìêîñòü ýòîé ïðîöåäóðû � n3 + O(n2) îïåðàöèé.
Ïðèâåäåì ðÿä èòîãîâûõ çàìå÷àíèé ïî ìåòîäó Ãàóññà.
1. Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïîðÿäêà n òðåáóåòñÿ 2

3n
3 + O(n2)

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
2. Åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ax = b ñîõðàíåíî òðåóãîëüíîå ðàçëîæå-

íèå ìàòðèöû A, òî ðåøåíèå êàæäîé íîâîé ñèñòåìû ñ òîé æå ìàòðèöåé
òðåáóåò n2 + O(n) îïåðàöèé.

3. Ìåòîä îáëàäàåò ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòüþ, åñëè ïðÿìîé õîä íå ñîïðî-
âîæäàåòñÿ ñèëüíûì ðîñòîì ìîäóëåé ýëåìåíòîâ ìàòðèö A(1), A(2), . . . . Ñ
öåëüþ îãðàíè÷èòü ýòîò ðîñò èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ñõåìû âûáîðà ãëàâíîãî
ýëåìåíòà.

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ âñëåäñòâèå âîçìîæíûõ ïîãðåøíîñ-
òåé âõîäíûõ äàííûõ è íåèçáåæíûõ îøèáîê îêðóãëåíèÿ ìåòîä Ãàóññà äàåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃ ñèñòåìû Ax = b, ò.å. âåêòîð íåâÿ-
çîê r̃ = b − Ax̃ îòëè÷åí îò íóëÿ. Îïèøåì ñïîñîá óòî÷íåíèÿ íàéäåííîãî
ðåøåíèÿ (ìåòîä èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ).

Ââåäåì âåêòîð ïîãðåøíîñòè x∗ = x̃ + ∆∗, ãäå x∗ - òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû. Òîãäà A∆∗ = b− Ax̃ = r̃, ò.å. ïîïðàâêà ∆∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì
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ñèñòåìû Ax = r̃. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ãàóññà, íàéäåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
∆̃ ýòîé ñèñòåìû è óòî÷íèì ðåøåíèå x̃, ïîëàãàÿ ˜̃x = x̃+∆̃. Äàëåå ïðîöåäóðà
ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ˜̃x.

Â ðåçóëüòàòå îáùèé øàã ìåòîäà èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëàìè

rm ' b− Axm

A∆m ' rm

xm+1 ' xm + ∆m.

Çäåñü m = 1, 2, . . . , xm - ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, çíàê ' îçíà÷àåò ïðèáëè-
æåííóþ ðåàëèçàöèþ. Îòìåòèì, ÷òî ïîïðàâêà ∆m íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû ñ èçìåíåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ: Ax = b− Axm. Ïîñêîëüêó
äëÿ ìàòðèöû A èçâåñòíî LU - ðàçëîæåíèå, òî âû÷èñëåíèå ∆m òðåáóåò
ðåøåíèÿ äâóõ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì.
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�4. Ìåòîä êâàäðàòíîãî êîðíÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Ax = b (1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî A � ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà

AT = A, 〈x,Ax〉 > 0, x 6= 0. (2)

Ñèñòåìó (1) ïðè óñëîâèè (2) íàçîâåì íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé.
Â ïðèíöèïå, óñëîâèå (2) íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì. Äåéñò-

âèòåëüíî, ñèñòåìó (1) ñ ïðîèçâîëüíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A ìîæíî
ïðèâåñòè ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå âèäà

ATAx = AT b. (1′)

Çäåñü ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ATA ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííîé:

(ATA)T = ATA,

〈x,ATAx〉 = 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖2 > 0, x 6= 0.

Ïåðåõîä îò (1) ê (1′) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçàöèåé ñèñòåìû (1) èëè òðàíñôîð-
ìàöèåé Ãàóññà.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà ñâîéñòâî (2) ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ óãëîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû A : det Am > 0,
m = 1, n.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) âîçüìåì çà îñíîâó èäåþ òðåóãîëüíîãî ðàçëî-
æåíèÿ è èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû A â âèäå

A = UTU, (3)

ãäå U−(n×n) âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëü-
íûìè ýëåìåíòàìè (uii > 0, i = 1, n).

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3), íàéäåì ýëåìåíòû uij, i, j = 1, n, i ≤ j

ìàòðèöû U (ïðè i > j uij = 0).

Ïóñòü ui = (u1i, . . . , uii, 0, . . . , 0) - i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû U. Ñîãëàñíî
ïðàâèëó ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ

(UTU)ij = 〈ui, uj〉 =
n∑

k=1
ukiukj =
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=
min{i,j}∑

k=1
ukiukj = aij.

Òîãäà ïðè i = j
i∑

k=1
u2

ki = aii. (4)

Åñëè i < j, òî
i∑

k=1
ukiukj = aij. (5)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà. Äëÿ îòûñêàíèÿ ýëåìåíòîâ
ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû U ïîëîæèì â (4), (5) i = 1. Â ðåçóëüòàòå

u11 =
√

a11, u1j =
a1j

u11
, j = 2, n. (6)

Ïóñòü èçâåñòíû ýëåìåíòû ïåðâûõ (i−1) ñòðîê ìàòðèöû U. Òîãäà ýëåìåíòû
i-îé ñòðîêè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (ðàçðåøàåì (4) îòíîñèòåëüíî uii, (5)
îòíîñèòåëüíî uij)

uii =

√√√√√aii −
i−1∑

k=1
u2

ki, uij =
1

uii
(aij −

i−1∑

k=1
ukiukj), (7)

j = i + 1, n, i = 2, n.

Îáîñíóåì êîððåêòíîñòü ôîðìóë (6), (7) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
Ïóñòü Am, Um, m = 1, n - óãëîâûå ïîäìàòðèöû ïîðÿäêà m ìàòðèö A è U

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà "òðåóãîëüíîñòè"ìàòðèöû U èìååì

Am = (UT )mUm = UT
mUm,

ò.å.
det Am = det UT

m det Um = (det Um)2 = (u11 . . . umm)2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

det A1 = u2
11, det Am = det Am−1 · u2

mm, m = 2, n.

Îòñþäà
u11 =

√
det A1, umm =

√√√√ det Am

det Am−1
, m = 2, n.

Ïîñêîëüêó det Am > 0, m = 1, n, òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû uii, i = 1, n
âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû, ò.å. ôîðìóëû (6), (7) äåéñòâóþò â îáëàñòè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ïðåäñòàâëåíèå (3) ñïðàâåäëèâî).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ôîðìóë (6), (7) òðåáóåò 1
3n

3+O(n2)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (òðóäîåìêîñòü â 2 ðàçà íèæå, ÷åì â ìåòîäå Ãàóññà
� ñëåäñòâèå ó÷åòà ñïåöèôèêè ñèñòåìû).

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû U îáðàòíûé õîä ìåòîäà ñîñòîèò â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì ðåøåíèè äâóõ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì

UTy = b, Ux = y.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäñòàâëåíèå (3) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Õîëåöêîãî
äëÿ ìàòðèöû A, ïðè ýòîì ìàòðèöà U - ìíîæèòåëü (ôàêòîð) Õîëåöêîãî.

Çàìå÷àíèå 2. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà Ãàóññà â ìåòîäå êâàäðàòíîãî êîðíÿ
îòñóòñòâóåò ïðîáëåìà ðîñòà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ ïðè ïîäñ÷åòå ìàòðèöû U.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (4) èìååò ìåñòî îöåíêà

u2
ji ≤

i∑

k=1
u2

ki = aii ≤ max
1≤i≤n

aii, j ≤ i

(êâàäðàò ëþáîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû U íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíîãî èç
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A).

Çàìå÷àíèå 3. Ìåòîä îáîáùàåòñÿ íà ñèñòåìû ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé
(áåç óñëîâèÿ A > 0). Â ýòîì ñëó÷àå çà îñíîâó áåðåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå A =
UTDU, ãäå D- äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà: D = diag (d11, . . . , dnn) ñ óñëîâèåì
|dii| = 1, i = 1, n.

�5. Ìåòîä îòðàæåíèé

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Ax = b. (1)

Äîïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà A ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ A = QR (QR

- ðàçëîæåíèå), ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà. Òîãäà ñèñòåìà (1) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó

QRx = b ⇔ Rx = QT b

è ðåøàåòñÿ ýëåìåíòàðíî.
Îáîñíóåì ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü QR - ðàçëîæåíèÿ.
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Ëåììà. Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A äîïóñêàåò QR - ðàçëîæå-
íèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A - íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ìàòðèöà
ATA ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå
Õîëåöêîãî ATA = RTR, ãäå R - íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-
ðèöà.

Ââåäåì ìàòðèöó Q = AR−1. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî å¼ îðòîãîíàëüíîñòè

QTQ = (R−1)TATAR−1 = (RT )−1RTRR−1 = E.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî A = QR.

Ðåàëèçîâàòü QR - ðàçëîæåíèå ìîæíî íà îñíîâå ìàòðèö îòðàæåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1). Ïðåîáðàçóåì å¼ ê òðåóãîëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ

ìàòðèö îòðàæåíèÿ H(m),m = 1, n− 1.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó H(1) îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A. Îáðà-
çóåì ìàòðèöó A(1) = H(1)A è âåêòîð b(1) = H(1)b. Òîãäà ïîääèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A(1) ðàâíû íóëþ (ýòîò ñòîëáåö åñòü
ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ìàòðèöû H(1) íà ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A).

Ïîñòðîèì ìàòðèöó H(2) äëÿ âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A(1) è âû÷èñëèì
A(2) = H(2)A(1), b(2) = H(2)b(1). Òîãäà ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâîãî è
âòîðîãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A(2) ðàâíû íóëþ (ìàòðèöà H(2) ñîõðàíÿåò ïåðâûé
ñòîëáåö ìàòðèöû A(1) è çàíóëÿåò ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âòîðîãî
ñòîëáöà).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó
A(n−1) = H(n−1)A(n−2) è âåêòîð b(n−1) = H(n−1)b(n−2).

Ðåøèì òðåóãîëüíóþ ñèñòåìó A(n−1)x = b(n−1), êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà
èñõîäíîé:

Ax = b ⇔ A(1)x = b(1) ⇔ A(2)x = b(2) ⇔ . . . ⇔ A(n−1)x = b(n−1).

Ïðîâåäåì îáñóæäåíèå ìåòîäà. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ

A(n−1) = H(n−1)H(n−2) . . . H(1)A.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñèììåòðè÷íîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö îòðà-
æåíèÿ (HT

(m) = H(m), H2
(m) = E, m = 1, n− 1)

A = H(1)H(2) . . . H(n−1)A(n−1).
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Ââåäåì ìàòðèöó H = H(1)H(2) . . . H(n−1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé:

HTH = H(n−1) . . . H(2)H(1)H(1)H(2) . . . H(n−1) = E.

Ñëåäîâàòåëüíî, A = HA(n−1), ò.å. â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè ìåòîäà îòðàæå-
íèé ïîëó÷àåòñÿ QR - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ òðóäîåìêîñòü ìåòîäà îòðàæå-
íèé ðàâíà 4

3n
3 + O(n2), ÷òî â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì â ìåòîäå Ãàóññà.

Ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà îòðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷è-
âîñòü (îòñóòñòâèå ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ ìàòðèö A(m) â
ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé). Ýòî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè ìàò-
ðèö ïðåîáðàçîâàíèé H(1)H(2) . . . H(n−1), ïîñêîëüêó óìíîæåíèå íà îðòîãî-
íàëüíóþ ìàòðèöó ñîõðàíÿåò íîðìó Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû è åâêëèäîâó íîðìó
âåêòîðà: ‖QA‖F = ‖A‖F , ‖Qb‖2 = ‖b‖2, åñëè QTQ = E. Òàêèì îáðàçîì, â
ìåòîäå îòðàæåíèé

‖A(m)‖F = ‖A‖F , ‖b(m)‖2 = ‖b‖2, m = 1, n− 1.

�6. Îáóñëîâåííîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Ax = b (1)

ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A. Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå ñ âîçìóùåííîé ïðàâîé
÷àñòüþ

A(x + δx) = b + δb. (2)

Çäåñü δb � âàðèàöèÿ (ïîãðåøíîñòü) ïðàâîé ÷àñòè, δx � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âàðèàöèÿ (ïîãðåøíîñòü) ðåøåíèÿ. Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó óêàçàííûìè âà-
ðèàöèÿìè.

Èç (1),(2) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ âàðèàöèé A(δx) = δb. Îòñþäà δx =
A−1δb è èìååò ìåñòî îöåíêà (â ñîãëàñîâàííûõ íîðìàõ)

‖δx‖ ≤ ‖A−1‖‖δb‖. (3)
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Â íåðàâåíñòâî (3) âõîäÿò àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè ïðàâîé ÷àñòè è ðåøåíèÿ.
Áîëåå ïðàêòè÷íîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ÷åðåç îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè: ‖δb‖‖b‖ ,
‖δx‖
‖x‖ . Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ (1)

‖b‖ ≤ ‖A‖‖x‖. (4)

Ïåðåìíîæèì íåðàâåíñòâà (3), (4)

‖b‖‖δx‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖‖δb‖‖x‖.
Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó (b 6= 0)

‖δx‖
‖x‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖‖δb‖‖b‖ .

Âåëè÷èíó condA = ‖A‖‖A−1‖ íàçûâàþò ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû
A. Îíî ñâÿçûâàåò îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà â ñèñòåìå (1) âàðüèðóåòñÿ ìàòðèöà A.

Â ðåçóëüòàòå
(A + δA)(x + δx) = b. (5)

Çäåñü δA � âàðèàöèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, δx � ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðè-
àöèÿ ðåøåíèÿ.

Ïîëó÷èì îöåíêó δx ÷åðåç δA (â îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷èíàõ). Ïîñêîëüêó
Ax = b, òî èç (5) ïîëó÷àåì

Aδx + δA(x + δx) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
δx = −A−1δA(x + δx).

Îòñþäà â ñîãëàñîâàííûõ íîðìàõ

‖δx‖ ≤ ‖A−1‖‖δA‖‖x + δx‖.
Ïåðåõîäÿ ê îòíîñèòåëüíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó

‖δx‖
‖x + δx‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖‖δA‖‖A‖ .

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà condA èìååò îäèíàêîâûé ñìûñë êàê ïðè âàðüèðî-
âàíèè ïðàâîé ÷àñòè, òàê è ïðè âàðüèðîâàíèè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñ-
òåìû (1).
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×òîáû îöåíèòü òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x̃, âû÷èñ-
ëÿþò âåêòîð íåâÿçîê r = Ax̃ − b è íåâÿçêó ‖r‖. Îöåíèì îòíîñèòåëüíóþ
ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç íåâÿçêó. Ðàññìîòðèì âåêòîð
ïîãðåøíîñòè

x̃− x = x̃− A−1b = A−1(Ax̃− b) = A−1r.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖b‖ ≤ ‖A‖‖x‖, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò
‖x̃− x‖
‖x‖ =

‖A−1r‖
‖x‖ ≤ 1

‖x‖‖A
−1‖‖r‖ ≤ ‖A‖

‖b‖ ‖A
−1‖‖r‖.

Òàêèì îáðàçîì,
‖x̃− x‖
‖x‖ ≤ condA

‖r‖
‖b‖ .

Â ïîëó÷åííîé îöåíêå âíîâü ôèãóðèðóåò ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà condA.

1. condA ≥ ‖E‖ ≥ 1.

Äåéñòâèòåëüíî,
condA = ‖A‖‖A−1‖ ≥ ‖AA−1‖ = ‖E‖ ≥ 1.

Åñëè íîðìà ÿâëÿåòñÿ ïîä÷èíåííîé, òî condE = 1. Åñëè A� îðòîãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà, òî â ñïåêòðàëüíîé íîðìå condA = ‖A‖‖AT‖ = 1.

2. cond(αA) = condA, ∀α 6= 0, condA−1 = condA,

åñëè ‖AT‖ = ‖A‖, òî condAT = condA.

3. condA ≥ |λmax(A)|
|λmin(A)| ,

ãäå λmax(A), λmin(A) � íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ìàòðèöû A.

Ïðîâåðèì ýòî ñâîéñòâî. Íà îñíîâàíèè ñâÿçè ìåæäó ñïåêòðàìè ìàòðèö A,

A−1 çàêëþ÷àåì, ÷òî 1
λmin(A) � ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî

ìàòðèöû A−1. Òàêèì îáðàçîì, â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ ðàäèóñîâ

ρ(A) = |λmax(A)|, ρ(A−1) =
1

|λmin(A)| .

Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó äëÿ ëþáîé ìàòðè÷íîé íîðìû ρ(B) ≤ ‖B‖,
ïîýòîìó

condA = ‖A‖‖A−1‖ ≥ ρ(A)ρ(A−1) =
|λmax(A)|
|λmin(A)| .
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Âûäåëèì èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ñëó÷àé ðàâåíñòâà.
Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà è èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà:

‖A‖ = ρ(A). Òîãäà

condA = ρ(A)ρ(A−1) =
|λmax(A)|
|λmin(A)| .

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ìàòðèöà, òî

condA =
λmax(A)

λmin(A)
.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöû (ñèñòåìû) ñ condA, áëèçêèì ê åäèíèöå
íàçûâàþòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííûìè (ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ äàííûõ ïåðå-
íîñÿòñÿ íà ðåøåíèå áåç çàìåòíîãî óâåëè÷åíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöû (ñèñòåìû) ñ áîëüøèì ÷èñëîì îáóñëîâëåí-
íîñòè (∼ 103 è âûøå) íàçûâàþòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè (ïðè ðåøåíèè
ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì âîçìîæíî ñèëüíîå óâåëè÷åíèå îøèáêè â ðåøå-
íèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîãðåøíîñòüþ âõîäíûõ äàííûõ).

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ïëîõî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ìàòðè-
öà Ãèëüáåðòà

Hn =

{
1

i + j − 1
, i, j = 1, n

}
.

×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû Hn ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷å-
íèè n. Íàïðèìåð, cond H8 > 1010.

Äðóãèì ïðèìåðîì ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ
äâóõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

An(a) =




1 a
1 a

. . .

1 a

1




ñ óñëîâèåì a > 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â íîðìå ‖A‖∞

condAn(a) = (1 + a)
an − 1

a− 1
,
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ò.å. ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà a è ïîðÿäêà n ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè áûñòðî
ðàñòåò. Ê ïðèìåðó, condA20(50) > 1014.

Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Óêàæåì
ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû A, óëó÷øàþùåå å¼ îáóñëîâëåííîñòü.

Ðàññìîòðèì α-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìàòðèö Aα = A + αE, α ≥ 0.
Ïîíÿòíî, ÷òî Aα > 0, è â ñïåêòðàëüíîé íîðìå

condAα =
λmax(Aα)

λmin(Aα)
.

Ïîñêîëüêó λ(Aα) = λ(A) + α, òî

condAα =
λmax(A) + α

λmin(A) + α
.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ
d

dα
condAα =

λmin(A)− λmax(A)

(λmin(A) + α)2 < 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ condAα ìîíîòîííî óáûâàåò ïî α, ïðè÷åì

condAα → 1, α →∞
(îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû Aα óëó÷øàåòñÿ ñ ðîñòîì α).

�7. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó Ax = b. Ïðåîáðàçóåì å¼ ê ýêâèâàëåíòíî-
ìó âèäó (óäîáíîìó äëÿ èòåðàöèé)

x = Bx + c. (1)

Îðãàíèçóåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî ïðàâèëó

xk+1 = Bxk + c, k = 0, 1, . . . (2)

Çäåñü k � íîìåð èòåðàöèè, xk� k-îå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ, x0 � íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî
1) åñëè xk+1 = xk, òî xk � ðåøåíèå ñèñòåìû (1),
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2) åñëè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü xk → x∗, k → ∞ òî x∗ � ðåøåíèå
ñèñòåìû (1).

Âûÿñíèì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2).
Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè).

Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
x0 6= x∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû B

ìåíüøå 1:
ρ(B) < 1, (|λi(B)| < 1, i = 1, n).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü xk → x∗, k → ∞ äëÿ ëþáîãî x0 6= x∗. Òîãäà

x∗ = Bx∗ + c, ïîýòîìó

x∗ − xk = (Bx∗ + c)− (Bxk−1 + c) = B(x∗ − xk−1) = . . . = Bk(x∗ − x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, Bk(x∗ − x0) → 0, k → ∞. Ïîñêîëüêó x0 6= x∗ � ïðîèçâîëü-
íûé âåêòîð, òî Bk ⇒ O, k → ∞. Íà îñíîâàíèè ëåììû 5 (§ 1, ï.5) çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ρ(B) < 1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ρ(B) < 1. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
(2), ïîëó÷àåì

xk+1 = Bxk + c = B(Bxk−1 + c) + c = B2xk−1 + (B + E)c = . . . =

= Bk+1x0 + (Bk + Bk−1 + . . . + B + E)c.

Ñ ó÷åòîì ëåìì 5,6 (§ 1, ï.5) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

Bk+1 → O, Bk + Bk−1 + . . . + B + E → (E −B)−1, k →∞.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî xk+1 → (E − B)−1c = x∗, k → ∞. (ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (1)).

Ïîñêîëüêó ρ(B) ≤ ‖B‖ (ëåììà 3, § 1, ï.4), òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè). Åñëè ‖B‖ < 1, òî

ìåòîä (2) ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà. Ïóñòü âåêòîðíàÿ ‖x‖

è ìàòðè÷íàÿ ‖B‖ íîðìû ñîãëàñîâàíû, ïðè÷åì ‖B‖ < 1. Òîãäà

xk+1 − x∗ = (Bxk + c)− (Bx∗ + c) = B(xk − x∗).

Îòñþäà
‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖B‖‖xk − x∗‖, k = 0, 1, . . .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ‖xk+1− x∗‖ ≤ ‖B‖k+1‖x0− x∗‖. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì ‖B‖.

Ïîëó÷èì îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïðè óñëîâèè, ÷òî ‖B‖ < 1.

Çàïèøåì òîæäåñòâî (p = 1, 2..)

xk+p − xk = (xk+p − xk+p−1) + (xk+p−1 − xk+p−2) + . . . + (xk+1 − xk).

Ñîãëàñíî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (2)

xk+m − xk+m−1 = B(xk+m−1 − xk+m−2) = . . . = Bm(xk − xk−1), m = 1, p.

Ñëåäîâàòåëüíî,

xk+p − xk = (Bp + Bp−1 + . . . + B)(xk − xk−1).

Ïåðåéäåì ê íîðìàì

‖xk+p − xk‖ ≤ ‖Bp + Bp−1 + . . . + B‖‖xk − xk−1‖ ≤
≤ (‖B‖+ ‖B‖2 + . . . + ‖B‖p)‖xk − xk−1‖ =

=
‖B‖ − ‖B‖p+1

1− ‖B‖ ‖xk − xk−1‖.

Ïðè p → ∞ èìååì ‖B‖p+1 → 0, xk+p → x∗. Â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ïðèõîäèì ê îöåíêå ïîãðåøíîñòè (ìàòðè÷íàÿ è âåêòîðíûå íîðìû
ñîãëàñîâàíû).

‖xk − x∗‖ ≤ ‖B‖
1− ‖B‖‖x

k − xk−1‖, k = 1, 2, . . .

Çàìå÷àíèå. Åñëè ‖B‖ ≤ 1
2 , òî èç óñëîâèÿ ‖xk − xk−1‖ ≤ ε ñëåäóåò, ÷òî

‖xk−x∗‖ ≤ ε. (åñëè ‖B‖ ≤ 1
2 , òî ε-áëèçîñòü ñîñåäíèõ ïðèáëèæåíèé îçíà÷àåò

ïîëó÷åíèå ε-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ).
Ïîñêîëüêó ‖xk−xk−1‖ ≤ ‖B‖k−1‖x1−x0‖, òî ïîëó÷åííóþ îöåíêó ìîæíî

"îñëàáèòü"ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖xk − x∗‖ ≤ ‖B‖k

1− ‖B‖‖x
1 − x0‖.
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, âûáèðàþò x0 = c. Ïðè
ýòîì x1 = Bc+c, ò.å. x1−x0 = Bc, ‖x1−x0‖ ≤ ‖B‖‖c‖. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè
äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä

‖xk − x∗‖ ≤ ‖B‖k+1

1− ‖B‖‖c‖.

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ôèãóðèðóþò òîëüêî âõîäíûå äàííûå ñèñòåìû (1).
Â çàêëþ÷åíèå îïèøåì îáùèé ïðèåì ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû Ax = b ê âèäó

x = Bx + c, óäîáíîìó äëÿ èòåðàöèé. Ïðåäñòàâèì èñõîäíóþ ñèñòåìó â âèäå

x = x + D(b− Ax),

ãäå D � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó (1), â
êîòîðîé B = E − DA, c = Db. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â ïðèåìëåìîì âûáîðå
ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ D.

Ïóñòü äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîëîæèì

D = diag(
1

a11
, . . . ,

1

ann
).

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà B èìååò âèä

B =




0 −a12

a11
. . . . −a1n

a11

−a21

a22
0 . . . . −a2n

a22

. . . . . . . . .

− an1

ann
. . . −an,n−1

ann
0




.

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì ßêîáè ê âèäó,
óäîáíîìó äëÿ èòåðàöèé. Ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàíò ìåòîäà ïðîñòîé èòåðà-
öèè íàçûâàþò ìåòîäîì ßêîáè. Åñëè A � ìàòðèöà ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì
ïðåîáëàäàíèåì, òî ‖B‖∞ < 1, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà ßêîáè.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá âûáîðà ìàòðèöû D. Ïóñòü ñèñòåìà Ax = b

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, ò.å. A � ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ìàòðèöà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî λi(A) > 0, i = 1, n.

Ïîëîæèì D = αE, ãäå α 6= 0 � ïàðàìåòð. Âûáåðåì α òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû îáåñïå÷èòü óñëîâèå ñõîäèìîñòè

|λi(B)| = |λi(E − αA)| < 1, i = 1, n.
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Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

λi(E − αA) = λi(E)− αλi(A) = 1− αλi(A).

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî |1 − αλi(A)| < 1, ïîëó÷àåì 0 < α < 2
λi(A) . Ïîñêîëüêó

λi(A) ≤ ‖A‖, òî
2

‖A‖ ≤
2

λi(A)
, i = 1, n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè α ∈ (0, 2
‖A‖) ïîëó÷àåì |λi(B)| < 1, i = 1, n, ÷òî

ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû x = x +
α(b− Ax).

�8. Ìåòîä Çåéäåëÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó â èòåðàöèîííîé ôîðìå

x = Bx + c . (1)

Êàê èçâåñòíî, ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè â êîîðäèíàòíîé çàïèñè èìååò âèä

xk+1
i =

n∑

j=1
bijx

k
j + ci, i = 1, n, k = 0, 1, . . .

Ñ öåëüþ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ïðîâåäåì ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ äàí-
íîãî ìåòîäà

xk+1
i =

i−1∑

j=1
bijx

k+1
j +

n∑

j=i

bijx
k
j + ci, i = 1, n. (2)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîäñ÷åòå xk+1
i , i = 2, n èñïîëüçóþòñÿ óæå èçâåñòíûå

êîîðäèíàòû íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ xk+1
j , j = 1, i− 1.

Èòåðàöèîííàÿ ôîðìóëà (2) îïðåäåëÿåò ìåòîä Çåéäåëÿ äëÿ ëèíåéíîé ñèñ-
òåìû (1).

Óêàæåì âåêòîðíî-ìàòðè÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðîöåäóðû (2). Ïðåäñòà-
âèì ìàòðèöó B â âèäå ñóììû äâóõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö: B = B1 + B2,

ãäå

B1 =




0
b21 0
b31 b32 0

. . . . . .

bn1 . . . bn,n−1 0




, B2 =




b11 b12 . . . . . . b1n

b22 . . . . . . b2n

b33 . . . b3n

. . . . . .

bnn




.
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Òîãäà ôîðìóëà (2) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

xk+1 = B1x
k+1 + B2x

k + c, k = 0, 1, . . .

èëè
(E −B1)x

k+1 = B2x
k + c, k = 0, 1, . . .

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà E −B1 íå âûðîæäåíà (det(E −B1) = 1), òî ïðîöåäóðà
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

xk+1 = (E −B1)
−1B2x

k + (E −B1)
−1c, k = 0, 1, . . .

Èòàê, ìåòîä Çåéäåëÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè
ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå

x = (E −B1)
−1B2x + (E −B1)

−1c,

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé.
Îòñþäà ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà Çåéäåëÿ:

‖(E −B1)
−1B2‖ < 1.

Äîêàæåì ÿâíûé êðèòåðèé ñõîäèìîñòè, âûðàæåííûé ÷åðåç ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû B.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè). Åñëè ‖B‖∞ < 1, òî ìå-
òîä Çåéäåëÿ (2) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå ñèñòåìû (1), ò.å.

x∗i =
n∑

j=1
bijx

∗
j + c, i = 1, n, k = 0, 1, . . . .

Òîãäà ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷àåì

x∗i − xk+1
i =

i−1∑

j=1
bij(x

∗
j − xk+1

j ) +
n∑

j=i

bij(x
∗
j − xk

j ).

Îòñþäà
|x∗i − xk+1

i | ≤
i−1∑

j=1
|bij||x∗j − xk+1

j |+
n∑

j=i

|bij||x∗j − xk
j |.

Ïîñêîëüêó ‖x‖∞ = max1≤i≤n |xi|, òî
|x∗i − xk+1

i | ≤ αi‖x∗ − xk+1‖∞ + βi‖x∗ − xk‖∞, i = 1, n, (3)
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ãäå
αi =

i−1∑

j=1
|bij|, βi =

n∑

j=i

|bij|.

Ïóñòü s ∈ {1, . . . , n} � ìàêñèìèçèðóþùèé èíäåêñ:

|x∗s − xk+1
s | = max

1≤i≤n
|x∗i − xk+1

i | = ‖x∗ − xk+1‖∞.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (3) ïðè i = s ïðèíèìàåò âèä

‖x∗ − xk+1‖∞ ≤ αs‖x∗ − xk+1‖∞ + βs‖x∗ − xk‖∞.

Ïîñêîëüêó αs + βs ≤ ‖B‖∞ < 1, òî 1− αs > 0, ò.å.

‖x∗ − xk+1‖∞ ≤ βs

1− αs
‖x∗ − xk‖∞ ≤ µ‖x∗ − xk‖∞,

µ = max
1≤s≤n

βs

1− αs
.

Ïîêàæåì, ÷òî µ ≤ ‖B‖∞. Äëÿ ëþáîãî s = 1, n

αs + βs − βs

1− αs
=

αs(1− αs − βs)

1− αs
≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ = max
1≤s≤n

βs

1− αs
=

βs1

1− αs1

≤ αs1
+ βs1

≤ ‖B‖∞.

Òàêèì îáðàçîì,

‖x∗ − xk+1‖∞ ≤ µ‖x∗ − xk‖∞, µ ≤ ‖B‖∞ < 1.

Ïîëó÷åííîå îçíà÷àåò, ÷òî xk → x∗, k →∞.

Êàê ñëåäñòâèå îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì µ. Ïîñêîëüêó µ ≤ ‖B‖∞, òî ìåòîä Çåéäåëÿ ïî
áûñòðîòå ñõîäèìîñòè "íå õóæå"ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû.
Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû ê âåêòîðàì xk, xk+1 (âìåñòî x∗, xk+1).
Òîãäà â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

‖xk+1 − xk‖∞ ≤ µ‖xk − xk−1‖∞, k = 1, 2, . . .
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ p = 1, 2, . . .

‖xk+p − xk+p−1‖∞ ≤ µ‖xk+p−1 − xk+p−2‖∞ ≤ . . . ≤ µp‖xk − xk−1‖∞.

Òîãäà

‖xk+p − xk‖∞ ≤ ‖xk+p − xk+p−1‖∞ + ‖xk+p−1 − xk+p−2‖∞ + . . . +

+‖xk+1 − xk‖∞ ≤ (µp + µp−1 + . . . + µ)‖xk − xk−1‖∞ =

=
µ− µp+1

1− µ
‖xk − xk−1‖∞.

Ïðè p →∞ ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó

‖xk − x∗‖∞ ≤ µ

1− µ
‖xk − xk−1‖∞,

êîòîðàÿ ïî ñòðóêòóðå âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íîé îöåíêå äëÿ ìåòîäà
ïðîñòîé èòåðàöèè.

�9. Ãðàäèåíòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

1. Ðåäóêöèÿ ñèñòåìû ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íîðìàëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Ax = b, (1)

AT = A, A > 0. (2)

Ïî äàííîé ñèñòåìå îáðàçóåì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

ϕ(x) =
1

2
〈x,Ax〉 − 〈b, x〉 (3)

è ïîñòàâèì çàäà÷ó íà ìèíèìóì

ϕ(x) → min, x ∈ Rn. (4)

Ýòî çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷êè x ∈ Rn ñ óñëîâèåì

ϕ(x) ≤ ϕ(x), x ∈ Rn.

Â ýòîì ñëó÷àå x � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè ϕ(x), ðåøåíèå çàäà÷è (4), ϕ(x)
� ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕ(x), çíà÷åíèå çàäà÷è (4).
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Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè (1),(2) è (3),(4). Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå
ñèñòåìû (1). Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ϕ(x) â âèäå

ϕ(x) =
1

2
〈x− x∗, A(x− x∗)〉 − 1

2
〈x∗, Ax∗〉.

Ïîñêîëüêó A > 0, òî x∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è (1),(2) è (3),(4) ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) ïðèìåíÿþò, êàê ïðàâèëî, ìåòîäû ãðàäèåíòíîãî
òèïà. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ϕ â òî÷êå x

ϕ(x + ∆x)− ϕ(x) = 〈Ax− b, ∆x〉+
1

2
〈∆x,A∆x〉. (5)

Âåêòîð ∇ϕ(x) = Ax − b íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè ϕ â òî÷êå x.
Îòìåòèì, ÷òî ýòî âåêòîð íåâÿçîê äëÿ ñèñòåìû (1). Âåêòîð −∇ϕ(x) = b−Ax

åñòü àíòèãðàäèåíò ôóíêöèè ϕ â òî÷êå x.

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå:
x∗ - ðåøåíèå çàäà÷è (3),(4) ⇔ ∇ϕ(x∗) = 0 ⇔ Ax∗ = b.

Ïóñòü p ∈ Rn � íåíóëåâîé âåêòîð, α > 0 � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Ïîëîæèì
â (5) ∆x = αp

ϕ(x + αp)− ϕ(x) = 〈∇ϕ(x), p〉 α +
1

2
〈p,Ap〉 α2. (5′)

Âåëè÷èíà ϕp(x) = 〈∇ϕ(x), p〉 íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ϕ â òî÷êå
x ïî íàïðàâëåíèþ p.

Âåêòîð p 6= 0 íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñïóñêà ôóíêöèè ϕ â òî÷êå x,

åñëè ϕ(x + αp) < ϕ(x) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ α > 0.

Ñîãëàñíî (5
′
) èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå: åñëè 〈∇ϕ(x), p〉 < 0, òî âåêòîð

p åñòü íàïðàâëåíèå ñïóñêà ôóíêöèè ϕ â òî÷êå x.

Ïóñòü ∇ϕ(x) 6= 0. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó

〈∇ϕ(x), p〉 → min, 〈p, p〉 = 1.

Å¼ ðåøåíèå, âåêòîð p∗, íàçûâàþò íàïðàâëåíèåì ñêîðåéøåãî ñïóñêà ôóíêöèè
ϕ â òî÷êå x. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (íîðìà åâêëèäîâà)

p∗ = − ∇ϕ(x)

‖∇ϕ(x)‖ ,
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ò.å. íîðìèðîâàííûé àíòèãðàäèåíò åñòü íàïðàâëåíèå ñêîðåéøåãî ñïóñêà ñ
ïðîèçâîäíîé

〈∇ϕ(x), p∗〉 = −‖∇ϕ(x)‖.

2. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ ïîñòîÿííûì øàãîì

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1),(2) â èíòåðïðåòàöèè (3),(4). Äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷è (4) îðãàíèçóåì ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó

xk+1 = xk − α∇ϕ(xk), k = 0, 1, . . . (6)

Çäåñü xk - k-îå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ x∗, α > 0 - øàã âäîëü íàïðàâëåíèÿ
àíòèãðàäèåíòà. Åñëè ∇ϕ(xk) 6= 0 (xk 6= x∗), òî äëÿ ìàëûõ α > 0 âûïîëíÿåò-
ñÿ ñâîéñòâî óìåíüøåíèÿ: ϕ(xk+1) < ϕ(xk).

Ïðîöåäóðó (6) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) íàçîâåì ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì ñ
ïîñòîÿííûì øàãîì α > 0. Âîçìîæíà äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èòåðàöèîííîé
ôîðìóëû (6). Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà ∇ϕ ïåðåïèøåì (6) â
âèäå

xk+1 = xk + α(b− Axk), k = 0, 1, . . .

Ýòî ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû x = x + α(b−Ax) ñ ïàðàìåòðîì
α.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âûáîðå øàãà α â ìåòîäå (6).
Ïóñòü íàì èçâåñòíû ãðàíèöû ñïåêòðà ìàòðèöû A, ò.å. âåëè÷èíû

m = min
1≤i≤n

λi(A), M = max
1≤i≤n

λi(A).

Ïîíÿòíî, ÷òî 0 < m ≤ M, ïðè÷åì M � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A.

Çàïèøåì íåðàâåíñòâà äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

m ≤ 〈x,Ax〉 ≤ M, 〈x, x〉 = 1. (7)

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ îöåíîê áóäåì èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâó âåêòîðíóþ íîðìó:
‖x‖2 = 〈x, x〉 è ñïåêòðàëüíóþ íîðìó äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû B :

‖B‖ = ρ(B) = max
1≤i≤n

|λi(B)|.

Êàê èçâåñòíî, ýòî íîðìû ñîãëàñîâàíû.
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Ïîëó÷èì äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ ‖B‖. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-
Øâàðöà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

|〈x,Bx〉| ≤ ‖x‖‖Bx‖ ≤ ‖B‖‖x‖2.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ‖x‖ = 1, òî |〈x,Bx〉| ≤ ‖B‖.
Ïóñòü λ � ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû B,

x (‖x‖ = 1) � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Òîãäà ‖B‖ = |λ|,
|〈x,Bx〉| = |λ|〈x, x〉 = ‖B‖. Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà çàêëþ÷àåì,
÷òî

‖B‖ = max
‖x‖=1

|〈x,Bx〉|.
Ïåðåéäåì ê àíàëèçó èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (6).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà (6) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q(α)‖xk − x∗‖, k = 0, 1, . . . , (8)

ãäå q(α) = max{|1− αm|, |1− αM |}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Ax∗ = b, òî

∇ϕ(xk) = Axk − b = A(xk − x∗).

Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (6)

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − αA(xk − x∗) = (E − αA)(xk − x∗).

Îòìåòèì, ÷òî (E − αA) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïåðåéäåì ê íîðìàì

‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖E − αA‖‖xk − x∗‖.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé íîðìû è îöåíêó (7), ïîëó÷àåì

‖E − αA‖ = max
‖x‖=1

|〈x, x〉 − α〈x,Ax〉| = max
m≤z≤M

|1− αz| =

= max{|1− αm|, |1− αM |} = q(α).

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖xk+1 − x∗‖ ≤ q(α)‖xk − x∗‖.
Ïðèñòóïèì ê âûáîðó øàãà α ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè ìåòîäà (6) â ðàìêàõ

îöåíêè (8). Â ïåðâóþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èì óñëîâèå ñõîäèìîñòè xk → x∗, k →
∞, ò.å. ïîòðåáóåì, ÷òîáû q(α) < 1. Ðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî α :
q(α) < 1 ⇔ |1−αm| < 1, |1−αM | < 1. Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà 0 < α < 2

m ,

èç âòîðîãî 0 < α < 2
M . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè α ∈ (0, 2

M ) èìååì q(α) < 1 ⇒
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xk → x∗, k → ∞ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Âåëè÷èíà q(α)
(çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè) õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè: ÷åì ìåíüøå
q(α), òåì áûñòðåå ñõîäèìîñòü. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ïîèñ-
êà îïòèìàëüíîãî øàãà α∗ â âèäå

q(α) → min, α ∈ (0,
2

M
).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé
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m

2
M

∼ |1− αM |

∼ |1− αm|

Â ðåçóëüòàòå

α∗ =
2

M + m
, q∗ = q(α∗) =

M −m

M + m
.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîð øàãà α = α∗ â ìåòîäå (6) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñ
òî÷êè çðåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ê ðåøåíèþ x∗.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü ýôôåêòèâíîñòü ãðà-
äèåíòíîãî ìåòîäà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A.

Êàê èçâåñòíî, â ñïåêòðàëüíîé íîðìå condA = M
m . Òîãäà q∗ = condA−1

condA+1 .

Ïóñòü ìàòðèöà A õîðîøî îáóñëîâëåíà, ò.å. condA áëèçêî ê åäèíèöå. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî q∗ áëèçêî ê íóëþ, ÷òî ãàðàíòèðóåò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü xk →
x∗, k →∞. (ìåòîä (6) ïðè α = α∗ ýôôåêòèâåí).

Ïóñòü A � ïëîõî îáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà, ò.å. condA ìíîãî áîëüøå åäèíè-
öû. Òîãäà âåëè÷èíà q∗ áëèçêà ê åäèíèöå. Ýòî ïëîõàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ãðàäèåíò-
íîãî ìåòîäà, êîãäà åãî ýôôåêòèâíîñòü íåâåëèêà: ñõîäèìîñòü xk → x∗, k →
∞ ìîæåò áûòü î÷åíü ìåäëåííîé.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ‖E−αA‖ = q(α), òî íà îñíîâàíèè èçâåñòíîãî
ðåçóëüòàòà äëÿ ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè
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ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà (6)

‖xk − x∗‖ ≤ q(α)

1− q(α)
‖xk − xk−1‖, k = 1, 2, . . . , α ∈ (0,

2

M
).

3. Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå çàäà÷è (3), (4) ñ ïîçèöèé ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà (6), êîãäà øàã
α çàâèñèò îò íîìåðà èòåðàöèè k

xk+1 = xk − αk∇ϕ(xk), αk > 0, ∇ϕ(xk) 6= 0, k = 0, 1, . . . (9)

Ó÷èòûâàÿ ñìûñë çàäà÷è (4), áóäåì âûáèðàòü øàã αk èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèè ϕ âäîëü íàïðàâëåíèÿ àíòèãðàäèåíòà (−∇ϕ(xk)). Èíûìè ñëîâàìè,
â êà÷åñòâå αk âîçüìåì ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

αk : ϕ(xk − α∇ϕ(xk)) → min, α > 0. (10)

Èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó (9), (10) íàçûâàþò ìåòîäîì ñêîðåéøåãî ñïóñêà
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4).

Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ αk, ðåøàÿ çàäà÷ó (10). Ðàñïèøåì ìèíèìè-
çèðóåìóþ ôóíêöèþ

gk(α) = ϕ(xk − α∇ϕ(xk)) =
1

2
α2〈∇ϕ(xk), A∇ϕ(xk)〉−

−α〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk)〉+ ϕ(xk).

Èòàê, gk(α) � âûïóêëàÿ ïàðàáîëà, ïîýòîìó å¼ òî÷êà ìèíèìóìà íàõîäèòñÿ èç
óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè dgk(α)

dα = 0. Êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí,
ò.å. îí ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (10)

αk =
〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk)〉
〈∇ϕ(xk), A∇ϕ(xk)〉 . (11)

Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí.
Óñòàíîâèì îäíî ñâîéñòâî ìåòîäà ïî ÷àñòè ãðàäèåíòîâ. Ñîãëàñíî îïðåäå-

ëåíèþ è ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (9)

∇ϕ(xk+1) = Axk+1 − b = Axk − b− αkA∇ϕ(xk) =
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= ∇ϕ(xk)− αkA∇ϕ(xk).

Îòñþäà
〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk+1)〉 = 〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk)〉−

−αk〈∇ϕ(xk), A∇ϕ(xk)〉 = 0

â ñèëó âûáîðà αk.

Òàêèì îáðàçîì, 〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk+1)〉 = 0, k = 0, 1, . . . � ãðàäèåíòû
ñîñåäíèõ ïðèáëèæåíèé îðòîãîíàëüíû.

Èçó÷èì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ìåòîäà.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ìåòîäà (9),(11) â çàäà÷å (4) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

îöåíêà ñõîäèìîñòè

‖xk+1 − x∗‖ ≤ qk+1
∗

√√√√ 2

m
(ϕ(x0)− ϕ(x∗)), q∗ =

M −m

M + m
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì

ϕ(xk+1) = gk(αk) = ϕ(xk)− 1

2

〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk)〉2
〈∇ϕ(xk), A∇ϕ(xk)〉 . (12)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ

ϕ(xk)− ϕ(x∗) = 〈∇ϕ(x∗), xk − x∗〉+
1

2
〈xk − x∗, A(xk − x∗)〉,

ïðè÷åì ∇ϕ(x∗) = 0. Êðîìå òîãî, ∇ϕ(xk) = A(xk − x∗), ò.å. xk − x∗ =
A−1∇ϕ(xk).

Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ(xk)− ϕ(x∗) =
1

2
〈∇ϕ(xk), A−1∇ϕ(xk)〉.

Òîãäà èç (12) ïîëó÷àåì (ïðåäâàðèòåëüíî âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé ϕ(x∗))

ϕ(xk+1)− ϕ(x∗)
ϕ(xk)− ϕ(x∗)

= 1− 〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk)〉2
〈∇ϕ(xk), A∇ϕ(xk)〉〈∇ϕ(xk), A−1∇ϕ(xk)〉 .

Äàëåå, èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Êàíòîðîâè÷à [2, ñ.117]

〈x,Ax〉〈x,A−1x〉 ≤ (M + m)2

4mM
〈x, x〉2.
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Â ðåçóëüòàòå

ϕ(xk+1)− ϕ(x∗)
ϕ(xk)− ϕ(x∗)

≤ 1− 4mM

(M + m)2 =
(M −m)2

(M + m)2 = q2
∗.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè îöåíêó óìåíüøåíèÿ

ϕ(xk+1)− ϕ(x∗) ≤ q2
∗ (ϕ(xk)− ϕ(x∗)), k = 0, 1, . . .

Îòñþäà
ϕ(xk+1)− ϕ(x∗) ≤ q2(k+1)

∗ (ϕ(x0)− ϕ(x∗)).

Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè îöåíêè (7)

ϕ(xk+1)− ϕ(x∗) =
1

2
〈xk+1 − x∗, A(xk+1 − x∗)〉 ≥

≥ 1

2
m‖xk+1 − x∗‖2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ 2

m
(ϕ(xk+1)− ϕ(x∗)) ≤ 2

m
q2(k+1)
∗ (ϕ(x0)− ϕ(x∗)),

÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå 2. Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà (9), (11) íå òðåáóåò çíàíèÿ

âåëè÷èí m,M, íî îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü xk → x∗, k → ∞ ñî ñêîðîñòüþ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ìèíèìàëüíûì çíàìåíàòåëåì q∗.

4. Ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó Ax = b ñ óñëîâèåì AT = A,A > 0. Ââåäåì
âåêòîð íåâÿçîê r(x) = Ax − b. Ïðè ýòîì ‖r(x)‖ � íåâÿçêà ñèñòåìû (íîðìà
åâêëèäîâà). Îòìåòèì, ÷òî r(x) = ∇ϕ(x), ϕ(x) = 1

2〈x,Ax〉 − 〈b, x〉.
Ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ìåòîä ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî èçâåñòíîìó

ïðèáëèæåíèþ xk (r(xk) 6= 0) ââåäåì ñåìåéñòâî òî÷åê xk(α) = xk − αr(xk)
ñ ïàðàìåòðîì α > 0. Ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà ìèíèìóì
íåâÿçêè

‖r(xk(α)‖ → min, α > 0.

Ïóñòü αk � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå èìååò âèä xk+1 =
xk(αk).
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Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ αk, ðåøàÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Ñîã-
ëàñíî îïðåäåëåíèþ

r(xk(α)) = Axk(α)− b = r(xk)− αAr(xk).

Òîãäà

‖r(xk(α))‖2 = 〈r(xk(α)), r(xk(α))〉 = 〈r(xk), r(xk)〉 − 2α〈r(xk), Ar(xk)〉+
+α2〈Ar(xk), Ar(xk)〉.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è èìååò âèä (òî÷êà ìèíè-
ìóìà âûïóêëîé ïàðàáîëû)

αk =
〈r(xk), Ar(xk)〉
‖Ar(xk)‖2 .

Îòìåòèì, ÷òî αk > 0.

Èòåðàöèîííàÿ ôîðìóëà ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê:

xk+1 = xk − αkr(x
k), k = 0, 1, . . .

Îáñóäèì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ìåòîäà. Ñîãëàñíî âûáîðó αk âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

‖r(xk+1)‖ ≤ ‖r(xk(α))‖, α > 0.

Ïðè ýòîì r(xk(α)) = Axk(α) − b = (E − αA)r(xk). Îòñþäà, èñïîëüçóÿ
ñïåêòðàëüíóþ íîðìó ìàòðèöû, ïîëó÷àåì

‖r(xk(α))‖ ≤ ‖E − αA‖‖r(xk)‖ = q(α)‖r(xk)‖,
q(α) = max{|1− αm|, |1− αM |}.

Ïîëîæèì α = α∗ = 2
M+m . Òîãäà q(α∗) = q∗ = M−m

M+m . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
îöåíêó ñõîäèìîñòè ìåòîäà

‖r(xk+1)‖ ≤ q∗‖r(xk)‖ ≤ qk+1
∗ ‖r(x0)‖.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî íåâÿçêå: ‖r(xk)‖ → 0, k →∞ ñî
ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q∗.

Ïîëó÷èì îöåíêó ñõîäèìîñòè ïî ïîãðåøíîñòè ‖xk+1 − x∗‖, ãäå x∗ = A−1b

� ðåøåíèå ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî ‖A−1‖ = 1
m .

Ïîñêîëüêó

xk+1 − x∗ = xk+1 − A−1b = A−1(Axk+1 − b) = A−1r(xk+1),
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òî
‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖A−1‖‖r(xk+1)‖ ≤ qk+1

∗
‖r(x0)‖

m
, k = 0, 1, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü xk → x∗, k → ∞ ñî ñêîðîñòüþ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q∗.

5. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

Ïóñòü (n × n) � ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ââåäåì ïîíÿòèå ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé îòíîñèòåëüíî A.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðû x, y ∈ Rn íàçûâàþòñÿ A - ñîïðÿæåííûìè
(A - îðòîãîíàëüíûìè), åñëè 〈x,Ay〉 = 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ pi ∈ Rn, i = 0, r íàçûâàåòñÿ A -
ñîïðÿæåííîé, åñëè êàæäàÿ ïàðà pi, pj, i 6= j, A � ñîïðÿæåíà.

Óêàæåì ñâÿçü A - ñîïðÿæåííîñòè ñ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ.
Ëåììà. Åñëè íåíóëåâûå âåêòîðû p0, p1, . . . , pr, r+1 ≤ n A - ñîïðÿæåíû,

òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâîäèòñÿ îò ïðîòèâíîãî.
Âûÿñíèì ðîëü ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4).
Âîçüìåì çà îñíîâó ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó

xk+1 = xk + αkp
k, k = 0, 1, . . . , (13)

ãäå pk � íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå ñïóñêà ôóíêöèè ϕ â òî÷êå xk. Ýòî çíà÷èò,
÷òî

〈pk,∇ϕ(xk)〉 < 0. (14)

Øàã αk > 0 áóäåì âûáèðàòü ïî ïðàâèëó ñêîðåéøåãî ñïóñêà

αk : ϕ(xk + αpk) → min, α > 0. (15)

Ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

αk = −〈p
k,∇ϕ(xk)〉
〈pk, Apk〉 .

Îòìåòèì îäíî ñâîéñòâî ïðîöåäóðû (13)-(15):

〈pk,∇ϕ(xk+1)〉 = 0, k = 0, 1, . . . (16)
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèøåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà

〈pk, Axk+1 − b〉 = 〈pk, Axk − b〉+ αk〈pk, Apk〉 = 0

â ñèëó âûáîðà αk.

Äîêàæåì îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîöåäóðû (13)-(15) ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å
(4).

Òåîðåìà. Åñëè íàïðàâëåíèÿ pk, k = 0, n− 1 A - ñîïðÿæåíû, òî ìåòîä
(13)-(15) ðåøàåò çàäà÷ó (4) íå áîëåå, ÷åì çà n èòåðàöèé.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå èòåðàöèé íàéäåòñÿ òàêîé
íîìåð r ≤ n, ÷òî ∇ϕ(xr) = 0, ò.å. xr = x∗.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k < n îêà-
æåòñÿ, ÷òî ∇ϕ(xk) = 0, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé,
êîãäà ∇ϕ(xk) 6= 0, k = 0, n− 1. Ïîêàæåì, ÷òî ∇ϕ(xn) = 0.

Íàéäåì ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãðàäèåíòà ∇ϕ(xn). Ïðèìåíÿÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëó (13), èìååì

xn = xn−1 + αn−1p
n−1 = xn−2 + αn−2p

n−2 + αn−1p
n−1 = . . . . =

= xj+1 + αj+1p
j+1 + αj+2p

j+2 + . . . + αn−1p
n−1 =

= xj+1 +
n−1∑

i=j+1
αip

i, j = 0, n− 2.

Îòñþäà
∇ϕ(xn) = Axn − b = ∇ϕ(xj+1) +

n−1∑

i=j+1
αiApi.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (16) è ñâîéñòâî A � ñîïðÿæåííîñòè,
ïîëó÷àåì

〈pj,∇ϕ(xn)〉 =

= 〈pj,∇ϕ(xj+1)〉+
n−1∑

i=j+1
αi〈pj, Api〉 = 0, j = 0, n− 2.

Ñîãëàñíî òîìó æå óñëîâèþ (16) 〈pn−1,∇ϕ(xn)〉 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
〈pj,∇ϕ(xn)〉 = 0, j = 0, n− 1. Ïîñêîëüêó âåêòîðû pj � ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
òî äîëæíî áûòü ∇ϕ(xn) = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî xn = x∗.

Èòàê, â ðàìêàõ ñõåìû (13)-(15) ðåøåíèå çàäà÷è (4) ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîå-
íèþ A - ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ p0, p1, . . . , pn−1. Â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðà-
äèåíòîâ òàêèå âåêòîðû ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ïîëîæèì p0 =
−∇ϕ(x0). Ïóñòü íàïðàâëåíèÿ p0, p1, . . . , pk−1 è ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè
x1, . . . , xk ïîñòðîåíû. Åñëè ∇ϕ(xk) = 0, òî xk = x∗. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîëàãàåì

pk = −∇ϕ(xk) + βkp
k−1. (17)

Èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð βk ïîäáåðåì èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ 〈pk−1, Apk〉 =
0. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

βk =
〈pk−1, A∇ϕ(xk)〉
〈pk−1, Apk−1〉 . (18)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî pk � íàïðàâëåíèå ñïóñêà ôóíêöèè ϕ â òî÷êå xk :

〈pk,∇ϕ(xk)〉 = 〈−∇ϕ(xk) + βkp
k−1,∇ϕ(xk)〉 =

= −‖∇ϕ(xk)‖2 < 0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç ôîðìóëû (13)

pk =
1

αk
(xk+1 − xk),

ñëåäîâàòåëüíî,

Apk =
1

αk
(Axk+1 − Axk) =

1

αk
(∇ϕ(xk+1)−∇ϕ(xk)). (19)

Òåîðåìà. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xk, pk, k = 0, 1, . . . èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ

〈∇ϕ(xi), pj〉 = 0, 〈∇ϕ(xi),∇ϕ(xj)〉 = 0, 〈pi, Apj〉 = 0, (20)

i = 1, 2 . . . , j = 0, i− 1.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî èíäåêñó i. Ïðè i = 1
óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî, èáî

〈∇ϕ(x1), p0〉 = 0,

〈∇ϕ(x1),∇ϕ(x0)〉 = −〈∇ϕ(x1), p0〉 = 0,

〈p1, Ap0〉 = 0.
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Äîïóñòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (20) ñïðàâåäëèâû äëÿ i = r, j = 0, r − 1.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé i = r + 1, j = 0, r. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå
óñëîâèé

〈∇ϕ(xr+1), pj〉 = 0, 〈∇ϕ(xr+1),∇ϕ(xj)〉 = 0,

〈pr+1, Apj〉 = 0, j = 0, r. (21)

Èç ôîðìóëû (19) ïðè k = r èìååì

∇ϕ(xr+1) = ∇ϕ(xr) + αrApr.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈∇ϕ(xr+1), pj〉 = 0, äëÿ j = 0, r − 1 â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè. Ïðè j = r ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ñîãëàñíî (16). Èòàê, ïåðâàÿ
ãðóïïà ðàâåíñòâ â (21) äîêàçàíà.

Äàëåå, ïîñêîëüêó èç (17) ∇ϕ(xk) = βkp
k−1 − pk, k = 1, 2, . . . , òî

〈∇ϕ(xr+1),∇ϕ(xj)〉 =

= 〈∇ϕ(xr+1), βjp
j−1 − pj〉 = 0, j = 1, r

â ñèëó ïðåäûäóùåãî. Ïðè j = 0

〈∇ϕ(xr+1),∇ϕ(x0)〉 = −〈∇ϕ(xr+1), p0〉 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà âòîðàÿ ãðóïïà óñëîâèé èç (21).
Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ j = 0, r − 1

〈pr+1, Apj〉 = 〈−∇ϕ(xr+1) + βr+1p
r, Apj〉 =

= −〈∇ϕ(xr+1), Apj〉 = − 1

αj
〈∇ϕ(xr+1),∇ϕ(xj+1)−∇ϕ(xj)〉 = 0.

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (19). Êðîìå òîãî, ïðè j = r 〈pr+1, Apr〉 = 0
ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ. Èòàê, ñîîòíîøåíèÿ (21) ñïðàâåäëèâû, ÷òî è äîêàçû-
âàåò òåîðåìó.

Ïîäâåäåì èòîã.
Ïî äîêàçàííîìó, âåêòîðû pk, k = 1, n− 1, ïîñòðîåííûå ñîãëàñíî ïðàâèëó

(17), A - ñîïðÿæåíû è îòëè÷íû îò íóëÿ (∇ϕ(xk) 6= 0, k = 0, n− 1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìåòîä (13), (15), (17), (18) ðåøàåò çàäà÷ó (4) íå áîëåå, ÷åì çà n

èòåðàöèé.
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Â çàêëþ÷åíèå, ïðîâåäåì íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ â ñòðóêòóðå ìåòîäà. Èñê-
ëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ìàòðèöó A ïðè ïîäñ÷åòå êîýôôèöèåíòîâ βk. Èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó (19) è óñëîâèÿ (20), ïîëó÷èì

βk =
〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk)−∇ϕ(xk−1)〉
〈pk−1,∇ϕ(xk)−∇ϕ(xk−1)〉 =

=
〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk)〉

〈∇ϕ(xk−1),∇ϕ(xk−1)〉 .
Çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå

pk−1 = −∇ϕ(xk−1) + βk−1p
k−2.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî òîé æå ôîðìóëû (19)

∇ϕ(xk) = ∇ϕ(xk−1) + αk−1Apk−1.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
èìååò âèä

xk+1 = xk + αkp
k, k = 0, 1, . . . ;

αk = −〈p
k,∇ϕ(xk)〉
〈pk, Apk〉 ;

pk =





−∇ϕ(x0), k = 0
−∇ϕ(xk) + βkp

k−1, k = 1, 2, ..

βk =
〈∇ϕ(xk),∇ϕ(xk)〉

〈∇ϕ(xk−1),∇ϕ(xk−1)〉 ;

∇ϕ(xk) = ∇ϕ(xk−1) + αk−1Apk−1, k = 1, 2, . . .

Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè k = 1, 2, . . . òðåáóåòñÿ òîëüêî îäíî óìíî-
æåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð - ïðè ïîäñ÷åòå αk.

Çàìåòèì, ÷òî øàã αk âûáðàí êàê ðåøåíèå çàäà÷è

ϕ(xk + αpk) → min, α > 0.

Èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð βk ïîëó÷åí èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

〈pk−1, Apk〉 = 0.

Çàêëþ÷åíèå. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó (ñâîéñòâî êîíå÷íîñòè)
ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, èòåðàöèîííûé ïî ôîðìå, ÿâëÿåòñÿ òî÷-
íûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (1).
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�10. Ñèñòåìû ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ìàòðèöàìè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
Ax = b, (1)

ãäå A � (m×n) � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, b ∈ Rm � âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé
(ñèñòåìà m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè).

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (1) ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé (â îáû÷íîì ñìûñëå).
Ðàñøèðèì ïîíÿòèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1). Ñôîðìóëèðóåì ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó íà ìèíèìóì íåâÿçêè â åâêëèäîâîé íîðìå

‖Ax− b‖ → min, x ∈ Rn. (2)

Ïåðåõîä îò (1) ê (2) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îòìåòèì,
÷òî â îòëè÷èå îò (1) çàäà÷à (2) âñåãäà èìååò ðåøåíèå.

Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ y = Ax è ìíîæåñòâî å¼ çíà-
÷åíèé

Y = {y ∈ Rm : y = Ax, x ∈ Rn}.

Òîãäà çàäà÷à (2) ïðèíèìàåò âèä

‖y − b‖ → min, y ∈ Y.

Ïóñòü y0 ∈ Y � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïðåäñòàâèì y-çàäà÷ó â ýêâèâàëåíòíîé
ôîðìå

‖y − b‖ → min, ‖y − b‖ ≤ ‖y0 − b‖, y ∈ Y.

Ïóñòü Y0 � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïîëó÷åííîé çàäà÷è. Îíî ÿâëÿåòñÿ çàìê-
íóòûì è îãðàíè÷åííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ‖y − b‖ äîñòèãàåò íà Y0 ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî y-çàäà÷à èìååò ðåøåíèå y∗ ∈ Y. Ïîñêîëüêó y∗ = Ax∗, òî
çàäà÷à (2) èìååò ðåøåíèå x∗ (âîçìîæíî, íååäèíñòâåííîå).

Ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) íàçîâåì ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Åñëè
ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà (ñîâìåñòíà), òî å¼ ïñåâäîðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ îáû÷-
íûìè ðåøåíèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå çàäà÷è (2) ðàâíî íóëþ.

Íîðìàëüíûì ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðåøåíèå ñ
íàèìåíüøåé íîðìîé. Íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
äëÿ ëþáîé ñèñòåìû (1). Åñëè ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà, òî å¼ íîðìàëüíîå
ïñåâäîðåøåíèå íàçûâàþò íîðìàëüíûì ðåøåíèåì.
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Ïî çàäà÷å (2) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

ϕ(x) =
1

2
〈Ax− b, Ax− b〉 =

1

2
〈x,ATAx〉 − 〈x,AT b〉+

1

2
〈b, b〉.

Îòìåòèì, ÷òî

∇ϕ(x) = ATAx− AT b = AT (Ax− b).

Òîãäà çàäà÷à (2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ϕ(x) → min, x ∈ Rn (2′)

è ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé ñèñòåìå

ATAx = AT b (∇ϕ(x) = 0) (3)

ñ (n× n) � ñèììåòðè÷íîé, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé ATA.

Ñèñòåìó (3) íàçûâàþò íîðìàëüíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé. Îíà âñåãäà ñîâ-
ìåñòíà, è ëþáîå å¼ ðåøåíèå åñòü ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (1).

Ðàñìîòðèì ñëó÷àé
m ≥ n, rankA = n (4)

(÷èñëî óðàâíåíèé íå ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, ìàòðèöà A èìååò ïîëíûé
ðàíã).

Òîãäà, êàê èçâåñòíî, ìàòðèöà ATA íå âûðîæäåíà (ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåíà), è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

x = (ATA)−1AT b. (5)

Ìàòðèöó A+ = (ATA)−1AT ðàçìåðîâ (n × m) íàçûâàþò ïñåâäîîáðàòíîé
ìàòðèöåé. Îíà îïðåäåëÿåò íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (1): x =
A+b. Åñëè m = n, è ìàòðèöà A íå âûðîæäåíà, òî A+ = A−1.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûå
ìåòîäû. Òî÷íûå ìåòîäû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íîðìàëüíîé ñèñòå-
ìû (3). Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü ñ ìàòðèöåé ATA, ôîðìèðîâàíèå
êîòîðîé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò ( n3

2 îïåðàöèé).
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðåøåíèè çàäà÷è (2) â ñëó÷àå (4) íà îñíîâå QR-

ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A.

Ïóñòü ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå A = QR, â êîòîðîì
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Q � (m×n)-ìàòðèöà ñ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ñòîëáöîâ, ò.å. QTQ =
E;

R � (n×n)-âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëü-
íûìè ýëåìåíòàìè.

Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå (5) äëÿ ðåøåíèÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû (3) (çàäà-
÷è (2)) ïîëó÷àåì

x = (RTQTQR)−1RTQT b = R−1(RT )−1RTQT b = R−1QT b.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à (2) ýêâèâàëåíòíà òðåóãîëüíîé ñèñòåìå Rx =
QT b.

Îïèøåì òåõíèêó ïîëó÷åíèÿ QR-ðàçëîæåíèÿ íà îñíîâå èçâåñòíîé ïðîöå-
äóðû îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà, ïðèìåíåííîé ê ñòîëáöàì a1, . . . , an

ìàòðèöû A.

Ïîëîæèì p1 = a1, q1 = p1

‖p1‖ . Ïðåäñòàâèì îáùèé øàã ïðîöåäóðû.

Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû q1, . . . , qk−1 åäè-
íè÷íîé íîðìû. Ââåäåì î÷åðåäíîé âåêòîð

pk = ak −
k−1∑

i=1
rikq

i, (6)

è êîýôôèöèåíòû rik îïðåäåëèì èç óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè
〈qj, pk〉 = 0, j = 1, k − 1.

Îòñþäà rjk = 〈qj, ak〉. Ïîëîæèì rkk = ‖pk‖ è ñôîðìèðóåì î÷åðåäíîé åäè-
íè÷íûé âåêòîð qk = 1

rkk
pk. Â ðåçóëüòàòå âûñòðàèâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ

ñèñòåìà âåêòîðîâ q1, . . . , qn.

Îáðàçóåì (m×n)-ìàòðèöó Q ñî ñòîëáöàìè q1, . . . , qn è âåðõíþþ òðåóãîëü-
íóþ (n×n)-ìàòðèöó R ñ ýëåìåíòàìè rjk, j = 1, k. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî
îáúåêòû èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ðàâåíñòâî (6) â âèäå

ak =
k−1∑

i=1
rikq

i + rkkq
k, k = 1, n.

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò âèä A = QR.

Òàêèì îáðàçîì, QR-ðàçëîæåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A ñ óñëîâèåì
(4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-
Øìèäòà (ñ íîðìèðîâêîé) ïðèìåíèòåëüíî ê ñòîëáöàì a1, . . . , an.
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Ãëàâà 2. Ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
�1. Ââåäåíèå

1. Âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë

Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà (çíà÷åíèÿ) λ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
x êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Ax = λx, x 6= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
(íóëÿìè) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

p(λ) = det(A− λE) = (−1)nλn + p1λ
n−1 + . . . + pn.

Óðàâíåíèå p(λ) = 0 íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìàòðèöû
A.

Èòàê, ìàòðèöà A ïîðÿäêà n èìååò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi, i = 1, n
ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ïàðû. Âñÿêèé ñîáñò-
âåííûé âåêòîð x 6= 0 ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ è
îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ α 6= 0 : Ax = λx ⇔ A(αx) = λ(αx).

Ïîëíàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé - íàéòè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A.

×àñòè÷íàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé - íàéòè íåêîòîðûå ñîáñò-
âåííûå ÷èñëà è âåêòîðû ìàòðèöû A (êàê ïðàâèëî, ìèíèìàëüíîå è ìàêñè-
ìàëüíîå ïî ìîäóëþ - ãðàíèöû ñïåêòðà ìàòðèöû A).

Ñèììåòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé - íàéòè ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A.

Îòìåòèì èçâåñòíûé ôàêò: ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λn ñèììåòðè÷-
íîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû x1, . . . , xn ìîæíî âûáðàòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè
(îðòîíîðìèðîâàííûìè).

Óêàæåì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé äëÿ ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ïóñòü A - òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè aii, i = 1, n.

Òîãäà
p(λ) = (a11 − λ)(a22 − λ) · . . . · (ann − λ),
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è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè: λi = aii,

i = 1, n.

Ïóñòü A = diag (a11, . . . , ann)- äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà Ax = (a11x1,
. . . , annxn) è â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìîæíî âûáðàòü åäèíè÷íûå
îðòû: xi = ei, i = 1, n.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíûå ìàòðèöû A,B ïîðÿäêà n íàçûâàþòñÿ ïî-
äîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P òàêàÿ, ÷òî B =
P−1AP (P−1AP � ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, P � ìàòðèöà ïîäîáèÿ).

Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ïðîáëåìå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 1. Åñëè (λ, x) - ñîáñòâåííàÿ ïàðà ìàòðèöû B = P−1AP, òî
(λ, Px) - ñîáñòâåííàÿ ïàðà ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ Bx = λx, ò.å. P−1APx = λx. Îòñþäà
APx = λPx.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ñîõðàíÿåò ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû (ïîäîáíûå ìàòðèöû èìåþò îäèí è òîò æå ñïåêòð). Ïðè ýòîì ñîáñò-
âåííûå âåêòîðû ñâÿçàíû ÷åðåç ìàòðèöó ïîäîáèÿ: x ∼ Px.

Åñëè P - îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ èìååò âèä
P TAP. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷-
íîñòè:

AT = A, B = P TAP, BT = P TAP = B.

Êðîìå òîãî, îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ñîõðàíÿåò íîðìó Ôðî-
áåíèóñà:

B = P TAP ⇒ ‖B‖F = ‖A‖F .

Äåéñòâèòåëüíî, ñòîëáöû cj ìàòðèöû C = P TA ñâÿçàíû ñî ñòîëáöàìè
aj ìàòðèöû A ñëåäóþùèì îáðàçîì: cj = P Taj, j = 1, n. Ïîñêîëüêó P T -
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî 〈cj, cj〉 = 〈aj, aj〉. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖C‖2
F =

n∑

j=1
〈cj, cj〉 =

n∑

j=1
〈aj, aj〉 = ‖A‖2

F .

Àíàëîãè÷íî, ñòðîêè b
i ìàòðèöû B = CP ñâÿçàíû ñî ñòðîêàìè ci ìàòðèöû

C ñîîòíîøåíèÿìè

b
i
= ciP, i = 1, n, ò.å. 〈bi

, b
i〉 = 〈ci, ci〉.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

‖B‖2
F =

n∑

i=1
〈bi

, b
i〉 =

n∑

i=1
〈ci, ci〉 = ‖C‖2

F .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñâîéñòâî.
Îñîáåííî âàæíóþ ðîëü èìååò ñâîéñòâî ïîäîáèÿ ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðè-

öåé, äëÿ êîòîðîé ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàçðåøàåòñÿ ýëåìåíòàðíî.
Äîêàæåì êðèòåðèé (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå) òàêîãî ïîäîáèÿ.

Ëåììà 2. Ìàòðèöà A ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà èìååò n ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü x1, . . . , xn ëèíåéíî-íåçàâèñè-
ìûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì λ1, . . . , λn. Îáðàçóåì ìàòðèöó P èç âåêòîðîâ x1, . . . , xn, ðàñïîëàãàÿ
èõ ïî ñòîëáöàì: P = (x1 . . . xn). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ Axi = λix

i, i = 1, n,

ïîëó÷àåì

AP = A(x1 . . . xn) = (Ax1 . . . Axn) = (λ1x
1 . . . λnx

n) = PD,

ãäå D = diag (λ1, . . . , λn) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî,
D = P−1AP.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P ñî ñòîëá-
öàìè x1 . . . xn òàêàÿ, ÷òî D = P−1AP. Òîãäà, AP = PD. Ðàñïèñûâàÿ ýòî
ðàâåíñòâî ïî ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì: Axi = λix

i, i = 1, n, ãäå λi � äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû D. Ïîñêîëüêó P � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî x1, . . . , xn

� ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå âåêòîðû.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ðàçëè÷íû, òî

îíà ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xn � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A,

ñîîòâåòñòâóþùèå λ1, . . . , λn. Ïîêàæåì, ÷òî îíè ëèíåéíî-íåçàâèñèìû. Äî-
ïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü r � íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòî-
ðîâ íàáîðà (x1, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî

∑

i∈I

αix
i = 0, αi 6= 0, I = {i1, . . . , ir}. (1)

Ïîñêîëüêó xi 6= 0, òî r ≥ 2. Óìíîæèì (1) ñëåâà íà A

∑

i∈I

αiAxi =
∑

i∈I

αiλix
i = 0. (2)
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Óìíîæèì òåïåðü (1) íà λi1 è âû÷òåì èç (2). Â ðåçóëüòàòå
∑

i∈I\{i1}
αi(λi − λi1)x

i = 0.

Âñå êîýôôèöèåíòû ýòîé êîìáèíàöèè íå ðàâíû íóëþ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-
÷èå ñ îïðåäåëåíèåì ÷èñëà r. Èòàê, ñîáñòâåííûå âåêòîðû x1, . . . , xn ëèíåéíî-
íåçàâèñèìû.

Ñëåäñòâèå 2. Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ñ îð-
òîãîíàëüíîé ìàòðèöåé ïîäîáèÿ:

D = P TAP, P TP = E, D = diag (λ1, . . . , λn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

x1, . . . , xn : 〈xi, xj〉 =





0, i 6= j

1, i = j
.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó P èç ñòîëáöîâ x1, . . . , xn. Òîãäà (P TP )ij = 〈xi, xj〉, ò.å.
P TP = E. Â ñèëó ëåììû 1 P � ìàòðèöà ïîäîáèÿ, ò.å. P TAP = D.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A.

Òåîðåìà (Ãåðøãîðèí). Ïóñòü

A = {aij}, i, j = 1, n, Ri(A) =
n∑

j=1 j 6=i

|aij|, i = 1, n.

Òîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A çàêëþ÷åíû â îáúåäèíåíèè n

êðóãîâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (êðóãè Ãåðøãîðèíà)
G(A) = Un

i=1{z ∈ C : |z − aii| ≤ Ri(A)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (λ, x) � ñîáñòâåííàÿ ïàðà ìàòðèöû A, ò.å. Ax =
λx, x 6= 0. Ïóñòü, äàëåå, xp � êîîðäèíàòà âåêòîðà x ñ íàèáîëüøåé
àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé: |xp| = max1≤i≤n |xi|. Ïîíÿòíî, ÷òî xp 6= 0. Çàïèøåì
ðàâåíñòâî λx = Ax äëÿ p-îé êîîðäèíàòû

λxp = (Ax)p =
n∑

j=1
apjxj. ⇒ xp(λ− app) =

n∑

j=1j 6=p

apjxj.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|xp||λ− app| ≤
n∑

j=1j 6=p

|apjxj| ≤ |xp|
n∑

j=1j 6=p

|apj| = |xp|Rp(A).
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Èòàê, |λ − app| ≤ Rp(A), ò.å. λ íàõîäèòñÿ â çàìêíóòîì êðóãå ñ öåíòðîì
app è ðàäèóñîì Rp(A). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ èìååì
λ ∈ G(A).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëà-
äàíèåì, ò.å.

|aii| >
n∑

j=1j 6=i

aij, i = 1, n.

Òîãäà A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.
Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå |aii| > Ri(A), i = 1, n.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 0 6∈ G(A), ò.å. íóëü íå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A. Ïîýòîìó A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òî âñå åå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ (äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà) íàõîäÿòñÿ â îáúåäèíåíèè n îòðåç-
êîâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé:

|α− aii| ≤ Ri(A), i = 1, n.

2. Ìàòðèöà âðàùåíèÿ

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè R2 çàäàí âåêòîð a ñ êîîðäèíàòàìè u, v. Ïîñòðîèì
âåêòîð a′ = (u′, v′), ïîâåðíóâ âåêòîð a âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë ϕ

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Èçâåñòíî, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a, a′ ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè

u′ = u cos ϕ− v sin ϕ,

v′ = u sin ϕ + v cos ϕ.

Ââåäåì ìàòðèöó
U =


 cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ


 .

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü a′ = Ua. Ìàòðèöó U íàçûâàþò ìàòðèöåé âðàùåíèÿ,
ñîîòíîøåíèå a′ = Ua - ïðåîáðàçîâàíèåì âðàùåíèÿ, ïðè ýòîì ϕ - óãîë
ïîâîðîòà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íîé.
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Â îáùåì, n � ìåðíîì ñëó÷àå ìàòðèöà âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñàìè
i, j ∈ (1, . . . n) ñ óñëîâèåì i < j, ïàðàìåòðîì ϕ ∈ R è èìååò âèä

Uij(ϕ) =




1
1
· · ·

cos ϕ . . . − sin ϕ

. . . . . .

sin ϕ . . . cos ϕ
. . .

1
1

1




i

j

i j

Òàêèì îáðàçîì, Uij(ϕ) îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû ÷åòûðüìÿ ýëå-
ìåíòàìè â ïîçèöèÿõ (i, j), (j, i), (i, i), (j, j). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Uij(ϕ)
- îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü A = {aij} - (n×n) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ ñ ìàòðèöåé âðàùåíèÿ

C = Uij(ϕ)TAUij(ϕ). (3)

Ïîíÿòíî, ÷òî C - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ïîñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè ïàðàìåòð ϕ òàê, ÷òîáû cij = 0.

Ñ ýòîé öåëüþ íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà cij ÷åðåç ïàðàìåòð ϕ.

Ïîëîæèì B = AUij(ϕ). Â ñèëó ñòðóêòóðû Uij(ϕ) ìàòðèöà B îòëè÷àåòñÿ îò
A òîëüêî ñòîëáöàìè ñ íîìåðàìè i, j. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ìàòðè÷íîãî
óìíîæåíèÿ ýëåìåíòû ýòèõ ñòîëáöîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

bpi = api cos ϕ + apj sin ϕ,

bpj = −api sin ϕ + apj cos ϕ, p = 1, n. (4)

Àíàëîãè÷íî, ìàòðèöà C = Uij(ϕ)TB îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû B òîëüêî
ñòðîêàìè ñ íîìåðàìè i, j. Ýëåìåíòû ýòèõ ñòðîê îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cip = bip cos ϕ + bjp sin ϕ,

cjp = −bip sin ϕ + bjp cos ϕ, p = 1, n (5)
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Èç ñîîòíîøåíèé (4), (5) ïîëó÷àåì

cij = bij cos ϕ + bjj sin ϕ =

= (−aii sin ϕ + aij cos ϕ) cos ϕ + (−aji sin ϕ + ajj cos ϕ) sin ϕ.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A ïîëó÷àåì èòîãîâîå âûðà-
æåíèå

cij = aij cos 2ϕ +
1

2
(ajj − aii) sin 2ϕ.

Ðåøèì óðàâíåíèå cij = 0 îòíîñèòåëüíî ϕ. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì òðåáóåìîå
çíà÷åíèå äëÿ ïàðàìåòðà ϕ

ϕ(i, j) =
1

2
arctan αij, αij =

2aij

aii − ajj
. (6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ i, j (i < j) âûáîð ïàðàìåòðà ϕ

ïî ôîðìóëå (6) îáðàùàåò â íóëü ýëåìåíò cij ìàòðèöû C. Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà
ñèììåòðè÷íîñòè cji = 0. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìàòðèöà C îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðè-
öû A òîëüêî ýëåìåíòàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i, j.

Âûÿñíèì îäíî ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3), (6). Äëÿ ìàòðèöû A ââåäåì
âåëè÷èíó

∆(A) =
n∑

i,j=1 i6=j

a2
ij.

Ýòî ñóììà êâàäðàòîâ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Âåëè÷èíà
∆(A) õàðàêòåðèçóåò ìåðó áëèçîñòè ìàòðèöû A ê äèàãîíàëüíîé:

∆(A) ≥ 0, ∆(A) = 0 ⇔ A = diag.

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè ∆(A), ∆(C). Ðàññìîòðèì ôîðìóëû (5)
ïðè p 6= i, j. Ñ ó÷åòîì ñâÿçè ìåæäó ìàòðèöàìè A,B èìååì bip = aip, bjp =
ajp, p 6= i, j. Ñëåäîâàòåëüíî,

cip = aip cos ϕ + ajp sin ϕ, cjp = −aip sin ϕ + ajp cos ϕ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì c2
ip+c2

jp = a2
ip+a2

jp, p 6= i, j. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
îò A ê C ñóììà êâàäðàòîâ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì
ýëåìåíòîâ â ïîçèöèÿõ (i, j), (j, i), îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé:

∆(C)− 2c2
ij = ∆(A)− 2a2

ij.

Ïîñêîëüêó cij = 0, òî ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò

∆(C) = ∆(A)− 2a2
ij.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà C, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (3), (6),
ïðè óñëîâèè aij 6= 0 èìååò ìåíüøåå îòêëîíåíèå îò äèàãîíàëüíîé, íåæåëè
ìàòðèöà A.

3. Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è

Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λi,

i = 1, n. Âûäåëèì ãðàíèöû å¼ ñïåêòðà

λmin = min
1≤i≤n

λi, λmax = max
1≤i≤n

λi

è óñòàíîâèì ñâÿçü λmin, λmax ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé 〈x,Ax〉.
Ïîñêîëüêó A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

P TAP = D, ãäå P TP = E, D = diag(λ1, . . . , λn).

Òîãäà A = PDP T , ïðè÷åì 〈x,Ax〉 = 〈P Tx,DP Tx〉. Ïîëîæèì y = P Tx.
Òîãäà

〈y, y〉 = 〈x, x〉, 〈x,Ax〉 = 〈y,Dy〉 =
n∑

i=1
λiy

2
i .

Çàïèøåì î÷åâèäíûå îöåíêè äëÿ ñóììû
n∑

i=1
λiy

2
i ≤ λmax〈y, y〉 = λmax〈x, x〉,

n∑

i=1
λiy

2
i ≥ λmin〈y, y〉 = λmin〈x, x〉.

Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ïîëó÷àåì äâóñòîðîííþþ îöåíêó äëÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû

λmin〈x, x〉 ≤ 〈x,Ax〉 ≤ λmax〈x, x〉.
Ïåðåéäåì ê åäèíè÷íûì ïî íîðìå âåêòîðàì

λmin ≤ 〈x,Ax〉 ≤ λmax, 〈x, x〉 = 1.

Ïóñòü xmin � íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé λmin :
Axmin = λminx

min. Òîãäà λmin = 〈xmin, Axmin〉. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå

λmin = min
〈x,x〉=1

〈x,Ax〉.
Àíàëîãè÷íî,

λmax = max
〈x,x〉=1

〈x,Ax〉.
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Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíûå ñîáñòâåííûå ïàðû (λmin, x
min), (λmax, x

max)
ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A ìîæíî íàõîäèòü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñïåêò-
ðàëüíûõ çàäà÷

〈x,Ax〉 → min, max, 〈x, x〉 = 1.

�2. Ñòåïåííîé ìåòîä

Ìåòîä íîñèò èòåðàöèîííûé õàðàêòåð è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé - íàõîæäåíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A âìåñòå ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Ïðîâåäåì îïèñàíèå ìåòîäà äëÿ ñëó-
÷àÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû.

Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A óïîðÿäî÷åíû ïî ìîäóëþ:

|λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ . . . ≥ |λn|,
ò.å. èñêîìîå çíà÷åíèå λ1 6= 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Îòìåòèì, ÷òî â äàí-
íîì ñëó÷àå

1 >

∣∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
λ3

λ1

∣∣∣∣∣ ≥ . . . ≥
∣∣∣∣∣
λn

λ1

∣∣∣∣∣ .

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè A ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
x1, x2, . . . , xn ìîæåò áûòü âûáðàíà îðòîíîðìèðîâàííîé:

〈xi, xj〉 =





0, i 6= j,

1, i = j.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð y0 ∈ Rn, y0 6= 0 è îðãàíèçóåì ïîñëåäîâàòåëü-
íûå ïðèáëèæåíèÿ ïî ïðàâèëó

y1 = Ay0, y2 = Ay1, . . . , yk = Ayk−1, . . .

Ïîíÿòíî, ÷òî yk = Aky0, k = 1, 2, . . . Ïîñêîëüêó {x1, x2, . . . , xn} � áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Rn, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

y0 = α1x
1 + α2x

2 + . . . + αnx
n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α1 6= 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Axi = λix
i, i = 1, n.

Òîãäà Akxi = λk
i x

i, k = 2, . . . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

yk = Aky0 = α1λ
k
1x

1 + α2λ
k
2x

2 + . . . + αnλ
k
nx

n. (1)
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Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

λ−k
1 yk = α1x

1 + α2

(
λ2

λ1

)k

x2 + . . . + αn

(
λn

λ1

)k

xn

è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè k →∞.

Ïîñêîëüêó (
λ2

λ1

)k

→ 0, . . . ,

(
λn

λ1

)k

→ 0, k →∞,

òî λ−k
1 yk → α1x

1, k →∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} ñõîäèòñÿ
ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó x1 ïî íàïðàâëåíèþ, ò.å. âåêòîð yk ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðèáëèæåíèåì ê âåêòîðó λk

1α1x
1, ïðîïîðöèîíàëüíîìó ñîáñòâåííîìó âåê-

òîðó x1.

Ïîñòðîèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ1 íà îñíîâå èíôîðìàöèè îá yk. Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå (1) è
ñâîéñòâî îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû {x1, . . . , xn}, îáðàçóåì ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ

〈yk, yk〉 = α2
1λ

2k
1 + α2

2λ
2k
2 + . . . + α2

nλ
2k
n =

= λ2k
1 (α2

1 + δ1(k)), δ1(k) = α2
2

(
λ2

λ1

)2k

+ . . . + α2
n

(
λn

λ1

)2k

;

〈yk+1, yk〉 = α2
1λ

2k+1
1 + α2

2λ
2k+1
2 + . . . + α2

nλ
2k+1
n =

= λ2k
1 (α2

1λ1 + δ2(k)), δ2(k) = α2
2λ2

(
λ2

λ1

)2k

+ . . . + α2
nλn(

λn

λ1
)2k.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè k →∞ δ1(k) → 0, δ2(k) → 0.

Ïîëîæèì
µk =

〈yk+1, yk〉
〈yk, yk〉 .

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì ïðåäñòàâëåíèÿì

µk =
λ1α

2
1 + δ1(k)

α2
1 + δ2(k)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü µk → λ1, k →∞, ò.å. âåëè÷èíà µk

ìîæåò ñëóæèòü ïðèáëèæåíèåì ê èñêîìîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1.

Îòìåòèì, ÷òî ρ(A) = |λ1|. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà |µk| äëÿ áîëüøèõ
k ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ìàòðèöû
A.
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü r(x) = 〈x,Ax〉
〈x,x〉 , x 6= 0 � îòíîøåíèå Ðåëåÿ. Ïîñêîëüêó

yk+1 = Ayk, òî µk = 〈yk,Ayk〉
〈yk,yk〉 = r(yk).

Â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ñòåïåííîé ìåòîä ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðîöåäó-
ðîé åâêëèäîâîé íîðìèðîâêè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé yk. Òîãäà ìî-
äèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà ñòåïåííîãî ìåòîäà èìååò âèä:

y0 ∈ Rn, yk =
Ayk−1

‖Ayk−1‖ , µk = 〈yk, Ayk〉, k = 1, 2, . . .

Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ, íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ïîñòàâèì çàäà÷ó
îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λn â ïðåäïîëî-
æåíèè åãî åäèíñòâåííîñòè. Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1. Êàê èçâåñò-
íî, îáðàòíàÿ âåëè÷èíà 1

λn
åñòü ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷å-

íèå ìàòðèöû A−1 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì xn. Ïîýòîìó
äëÿ îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííîé ïàðû ( 1

λn
, xn) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòåïåííîé

ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòðèöå A−1 :

y0 ∈ Rn, yk = A−1yk−1, k = 1, 2, . . .

yk ≈ αxn, µk ≈ 1

λn
.

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð yk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé ñèñòåìû Ay = yk−1.

Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåííîé ìåòîä äëÿ îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííîé ïàðû (λn, x
n)

èìååò âèä (îáðàòíûå èòåðàöèè):

y0 ∈ Rn, Ayk = yk−1, k = 1, 2, . . .

�3. Ìåòîä âðàùåíèé

Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ïðîáëåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñèììåòðè÷-
íîé ìàòðèöû A. Ìåòîä âðàùåíèé � èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äèàãîíàëèçà-
öèè ìàòðèöû A íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ñ ìàòðèöåé âðàùåíèÿ.
Îáîçíà÷èì A0 = A è îïèøåì îáùèé øàã ìåòîäà.

Ïóñòü ïîñòðîåíà ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà Ak, ïîäîáíàÿ A0. Íàéäåì íàè-
áîëüøèé ïî ìîäóëþ íàääèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû Ak. Ïóñòü ýòî áóäåò

a
(k)
ls : |a(k)

ls | = max
1≤i<j≤n

|a(k)
ij |, l < s
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(âåäóùèé ýëåìåíò íà k-òîì øàãå). Åñëè a
(k)
ls = 0, òî Ak äèàãîíàëüíàÿ ìàòðè-

öà è ìåòîä çàâåðøàåòñÿ: ñîáñòâåííûå ÷èñëà A ñîâïàäàþò ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Ak.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà a
(k)
ls 6= 0. Ïðèìåíèì ê ìàòðèöå Ak

ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ñ ìàòðèöåé âðàùåíèÿ Uls = Uls(ϕ), ϕ = ϕ(l, s). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå ïðèáëèæåíèå Ak+1 = UT

lsAkUls.

Îòìåòèì ñâîéñòâà íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ:
1) ìàòðèöà Ak+1 ñèììåòðè÷íà è ïîäîáíà Ak,

2) a
(k+1)
ls = 0, ‖Ak+1‖F = ‖Ak‖F ,

3) ìàòðèöà Ak+1 "áëèæå"ê äèàãîíàëüíîé, ÷åì Ak :

∆(Ak+1) = ∆(Ak)− 2(a
(k)
ls )2.

Èçó÷èì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïî íåâÿçêå ∆(Ak), k = 0, 1, . . .

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó âåäóùåãî ýëåìåíòà a
(k)
ls èìååò ìåñòî îöåíêà

∆(Ak) ≤ (n2 − n)(a
(k)
ls )2.

Îòñþäà
(a

(k)
ls )2 ≥ ∆(Ak)

n(n− 1)
.

Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà 3)

∆(Ak+1) ≤ ∆(Ak)− 2∆(Ak)

n(n− 1)
= (1− 2

n(n− 1)
)∆(Ak).

Ïîëîæèì q = 1− 2
n(n−1) . Ïîñêîëüêó n ≥ 2, òî 0 ≤ q < 1.

Îöåíêà óìåíüøåíèÿ íåâÿçêè èìååò âèä

∆(Ak+1) ≤ q ∆(Ak), k = 0, 1, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ∆(Ak) → 0, k →∞ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ñî çíàìåíàòåëåì
q.

Ïóñòü ε > 0 � çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå.
Çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäà âðàùåíèé ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó
∆(Ak+1) ≤ ε. Òîãäà λi(A) ≈ a

(k+1)
ii , i = 1, n.
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Îáñóäèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A. Ïóñòü
ìåòîä îñòàíîâëåí ïîñëå k-îé èòåðàöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uk � ìàòðèöó âðà-
ùåíèÿ íà k-îé èòåðàöèè. Òîãäà

Ak+1 = UT
k AkUk = UT

k UT
k−1Ak−1Uk−1Uk = . . . =

= UT
k . . . UT

0 A0U0 . . . Uk.

Ââåäåì ìàòðèöó
Pk = U0U1 . . . Uk.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îíà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Òîãäà Ak+1 = P T
k A0Pk

èëè A0Pk = PkAk+1, ïðè÷åì Ak+1 ≈ diag. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû
Pk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A0 = A (≈).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè n = 2, òî q = 0, ò.å. ∆(A1) = 0 ⇔ A1 = diag. Òàêèì
îáðàçîì, ìåòîä âðàùåíèé äèàãîíàëèçèðóåò ìàòðèöó âòîðîãî ïîðÿäêà çà
îäèí øàã. Ïðè óâåëè÷åíèè n q ïðèáëèæàåòñÿ ê 1, ò.å. ñêîðîñòü äèàãîíàëèçà-
öèè óìåíüøàåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Îïèñàííûé âàðèàíò ìåòîäà âðàùåíèé íàçûâàþò ìåòîäîì
ßêîáè.

�4. Ìåòîä Äàíèëåâñêîãî

Óêàæåì ñòðóêòóðó ìàòðèöû A, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò â ÿâíîì âèäå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü

A =




p1 p2 . . . pn

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . .

0 0 . . . 1 0




. (1)

Ïðåäñòàâëåíèå (1) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé Ôðîáåíèóñà äëÿ ìàò-
ðèöû A.

Ïðè óñëîâèè (1) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A èìååò âèä

p(λ) = det(A− λE) = (−1)n(λn − p1λ
n−1 − p2λ

n−2 − . . .− pn).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñ÷èòàåì îïðåäåëèòåëü, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ôîð-
ìóëó Ëàïëàñà

det(λE − A) = (−1)n det(A− λE) =
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= det




λ− p1 −p2 . . . −pn

−1 λ

. . .

−1 λ




=

= (λ− p1)λ
n−1 + det




−p2 −p3 . . . −pn

−1 λ
. . .

−1 λ




=

= (λ− p1)λ
n−1 − p2λ

n−2 + det




−p3 . . . −pn

−1 λ
. . .

−1 λ




=

= (λ− p1)λ
n−1 − p2λ

n−2 − p3λ
n−3 − . . .− pn = (−1)np(λ).

Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû (1) ò.å. p(λ) = 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà x ïîëó÷àåì ñèñòåìó (Ax = λx)

p1x1 + p2x2 + . . . + pnxn = λx1,

x1 = λx2, x2 = λx3, . . . , xn−1 = λxn.

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûé âåêòîð îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, òî
ìîæíî ïîëîæèòü xn = 1. Òîãäà xn−1 = λ, xn−2 = λ2, . . . , x1 = λn−1. Òàêèì
îáðàçîì, ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé λ, èìååò âèä

x = (λn−1, λn−2, . . . , λ, 1).

Ïðè ýòîì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

p1λ
n−1 + p2λ

n−2 + . . . + pn = λn,

÷òî ðàâíîñèëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ p(λ) = 0.

Ìåòîä Äàíèëåâñêîãî ïðèâîäèò ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ê êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå (1) ñ ïîìîùüþ (n−1) ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ (ñ ñîõðàíåíèåì ñîáñò-
âåííûõ çíà÷åíèé).

Îïèøåì ïåðâûé øàã ìåòîäà. Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíþþ ñòðîêó ìàòðèöû
A = {aij} ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Ñ ýòîé öåëüþ îáðàçóåì ýëåìåíòàðíóþ
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ìàòðèöó (an,n−1 6= 0)

M(n−1) =




1
1

. . .

− an1

an,n−1
− an2

an,n−1
. . . 1

an,n−1
− ann

an,n−1

1




.

Ïîíÿòíî, ÷òî det M(n−1) = 1
an,n−1

6= 0, ïðè÷åì îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

M−1
(n−1) =




1
1

. . .

an1 an2 . . . an,n−1 ann

1




.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó A(1) = M−1
(n−1)AM(n−1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíà èìååò

ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

A(1) =




a
(1)
11 . . . a

(1)
1,n−1 a

(1)
1n

. . .

a
(1)
n−1,1 . . . a

(1)
n−1,n−1 a

(1)
n−1,n

0 . . . 1 0




,

ò.å. ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò ôîðìå Ôðîáåíèóñà.
Âòîðîé øàã ìåòîäà èìååò âèä: A(2) = M−1

(n−2)A
(1)M(n−2) ïðè óñëîâèè

a
(1)
n−1,n−2 6= 0. Ìàòðèöà M(n−2) îáðàçóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A(1) àíàëî-

ãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäíèå äâå ñòðîêè ìàòðèöû A(2) èìå-
þò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ (n − 1) øàãîâ ìàòðèöà A áóäåò ïðèâåäåíà ê ôîðìå
Ôðîáåíèóñà

A(n−1) =




a
(n−1)
11 a

(n−1)
12 . . . a

(n−1)
1n

1 0

1
. . . . . .

1 0




.
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Ãëàâà 3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì
�1. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè (ìåòîä èòåðàöèé, ìåòîä ïîâòîðíûõ ïîäñòàíî-
âîê, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ â
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà
óðàâíåíèé. Ïðîâåäåì îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå ìåòîäà äëÿ ñèñòåìû íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé âèäà

fi(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, n.

Ïðåäñòàâèì å¼ â âèäå, óäîáíîì äëÿ èòåðàöèé

xi = ϕi(x1, . . . , xn), i = 1, n. (1)

Ïîëàãàÿ x = (x1, . . . , xn), Φ = (ϕ1, . . . , ϕn), çàïèøåì ñèñòåìó (1) â âåêòîðíîé
ôîðìå

x = Φ(x). (2)

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ
Φ : Rn → Rn.

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ x1, x2, . . . â ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè
ñòðîÿòñÿ ïî ïðàâèëó

xk+1 = Φ(xk), k = 0, 1, . . . (3)

ãäå x0 � çàäàííîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.
Ïðîâåäåì îáîñíîâàíèå ìåòîäà â íåêîòîðîé íîðìå ‖x‖ ïðîñòðàíñòâà Rn.

Òåîðåìà(î ñõîäèìîñòè). Ïóñòü
1) âåêòîð-ôóíêöèÿ Φ(x) îïðåäåëåíà â îáëàñòè

S = {x : ‖x− x0‖ ≤ δ}, δ > 0;

2) äëÿ ∀x, y ∈ S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ q‖x− y‖, q ∈ (0, 1); (4)

3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Φ(x0)− x0‖ = r ≤ (1− q)δ. (5)
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Òîãäà â ìåòîäå (3)
1) xk ∈ S, k = 1, 2, . . . ;

2) xk → x∗, k →∞, ãäå x∗ ∈ S � ðåøåíèå ñèñòåìû (2);
3) ‖xk − x∗‖ ≤ r

1−qq
k, k = 1, 2, . . .

Çàìå÷àíèå 1. Íåðàâåíñòâî (4) åñòü óñëîâèå Ëèïøèöà äëÿ âåêòîð-ôóíê-
öèè Φ(x) â îáëàñòè S ñ êîíñòàíòîé q ∈ (0, 1) (óñëîâèå ñæàòèÿ). Îíî ïîêàçû-
âàåò, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ â îáëàñòè S, ò.å. äëÿ óðàâíåíèÿ (2)
äåéñòâóåò ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæåíèé. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû îçíà÷àþò,
÷òî óðàâíåíèå (2) èìååò ðåøåíèå x∗ â îáëàñòè S, è ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèá-
ëèæåíèÿ xk ñõîäÿòñÿ ê ýòîìó ðåøåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîã-
ðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó x0 ∈ S, òî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ x1 = Φ(x0) â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (5) èìååì ‖x1−x0‖ = r ≤ (1−q)δ < δ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
x1 ∈ S. Ïîêàæåì, ÷òî xk ∈ S, k = 2, . . . , ïðè÷åì äëÿ ñîñåäíèõ ïðèáëèæåíèé
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖xk+1 − xk‖ ≤ rqk, k = 0, 1, . . . (6)

Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 0 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, ò.ê.
x1 ∈ S è ‖x1−x0‖ = r. Äîïóñòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ x1, . . . , xm ïðèíàäëåæàò
S, è íåðàâåíñòâî (6) âûïîëíåíî äëÿ k = 0,m− 1. Ïîñêîëüêó xm ∈ S, òî äëÿ
xm+1 = Φ(xm) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (4) èìååì

‖xm+1 − xm‖ = ‖Φ(xm)− Φ(xm−1)‖ ≤ q‖xm − xm−1‖.
Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ‖xm − xm−1‖ ≤ rqm−1. Ñëåäîâàòåëüíî,
‖xm+1− xm‖ ≤ rqm, ò.å. íåðàâåíñòâî (6) ñïðàâåäëèâî äëÿ k = m. Ïîêàæåì,
÷òî xm+1 ∈ S. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (6) ïðè k = 0,m, ïîëó÷àåì

‖xm+1 − x0‖ ≤ ‖xm+1 − xm‖+ ‖xm − xm−1‖+ . . . + ‖x1 − x0‖ ≤

≤ rqm + rqm−1 + . . . + r = r
1− qm+1

1− q
≤ r

1− q
≤ δ.

Èòàê, xm+1 ∈ S, è ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk, k = 0, 1, . . . ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Ñ ýòîé öåëüþ ïðîâåðèì ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè (ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xk} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé).
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Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì äëÿ ëþáûõ p = 1, 2, . . . èìååì

‖xk+p − xk‖ ≤ ‖xk+p − xk+p−1‖+ ‖xk+p−1 − xk+p−2‖+ . . . + ‖xk+1 − xk‖ ≤

≤ r(qk+p−1 + qk+p−2 + . . . + qk) = r
qk − qk+p

1− q
≤ r

1− q
qk.

Ïîñêîëüêó q ∈ (0, 1), òî qk → 0, k →∞, ïîýòîìó äëÿ ∀ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé
íîìåð kε, ÷òî äëÿ k > kε áóäåò

‖xk+p − xk‖ < ε, p = 1, 2, . . .

Ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïðèçíàêà Êîøè, ÷òî ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè {xk}. Îáîçíà÷èì x∗ = limk→∞ xk. Ïîñêîëüêó xk ∈ S, è
ìíîæåñòâî S çàìêíóòî, òî x∗ ∈ S. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ â
ñîîòíîøåíèè (3) è ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü âåêòîð-ôóíêöèè Φ â îáëàñòè
S (ñëåäñòâèå óñëîâèÿ (4)), ïîëó÷àåì x∗ = Φ(x∗). Óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû
äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì
âûøå íåðàâåíñòâîì

‖xk − xk+p‖ ≤ r

1− q
qk, k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . .

Ïåðåéäåì çäåñü ê ïðåäåëó ïðè p →∞. Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
‖x‖ è òîò ôàêò, ÷òî xk+p → x∗, p → ∞, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò -
óòâåðæäåíèå 3).

Çàìå÷àíèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ðåøåíèå x∗ óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè
S ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èìåþòñÿ äâà ðåøåíèÿ x, y ∈ S : x = Φ(x),
y ∈ Φ(y), ïðè÷åì x 6= y. Òîãäà

‖x− y‖ = ‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ q‖x− y‖ < ‖x− y‖,
÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Îáñóäèì óñëîâèå 2) äîêàçàííîé òåîðåìû. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2) â
ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè (1) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ϕi(x), i = 1, n
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìû â îáëàñòè S (ò.å. ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû
â S ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂ϕi(x)

∂xj
, i, j = 1, n).

Âûÿñíèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (4) â ýòîì ñëó÷àå.
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Îáðàçóåì ìàòðèöó ßêîáè ñèñòåìû ôóíêöèé ϕi(x), i = 1, n

Φ
′
(x) =




∂ϕ1(x)
∂x1

. . . ∂ϕ1(x)
∂xn

. . . .
∂ϕn(x)

∂x1
. . . ∂ϕn(x)

∂xn




.

Äàëåå, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîáùåííóþ òåîðåìó î ñðåäíåì (îáîáùåíèå íà
ñëó÷àé âåêòîð-ôóíêöèè ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà)

‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ max
α∈[0,1]

‖Φ′
(zα‖‖x− y‖, x, y ∈ S.

Çäåñü ìàòðè÷íàÿ íîðìà ñîãëàñîâàíà ñ âåêòîðíîé, zα = x + α(y − x),
α ∈ [0, 1] � òî÷êè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî x, y.

Ïîñêîëüêó S � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî zα ∈ S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò
ìåñòî îöåíêà

‖Φ′
(x)‖ ≤ q, x ∈ S, (7)

ïðè÷åì q ∈ (0, 1).

Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2) òåîðåìû

‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ q‖x− y‖, x, y ∈ S.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè óñëîâèå (7) íà ìàòðèöó ßêî-
áè Φ

′
(x) ãàðàíòèðóåò óñëîâèå ñæàòèÿ äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè Φ(x).

�2. Ìåòîä Íüþòîíà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

fi(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, n

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî fi : Rn → R � íåïðåðûâíî - äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè.

Ïîëàãàÿ x = (x1, . . . , xn), F = (f1, . . . , fn), ïåðåéäåì ê âåêòîðíîé çàïèñè

F (x) = 0. (1)

Îïèøåì îáùèé øàã ìåòîäà. Ïóñòü óæå ïîëó÷åíî ïðèáëèæåíèå xk, k =
0, 1, . . . . Ïðîâåäåì ëèíåàðèçàöèþ âåêòîð-ôóíêöèè F (x) â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè xk

F (x) ≈ Fk(x) = F (xk) + F
′
(xk)(x− xk).
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Çäåñü F
′
(x) = {∂fi(x)

∂xj
} � ìàòðèöà ßêîáè äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè F (x).

Î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå xk+1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû Fk(x) = 0, ò.å.

F
′
(xk)(x− xk) = −F (xk).

Åñëè ìàòðèöà ßêîáè F
′
(xk) íå âûðîæäåíà, òî ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû

ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå, ÷òî ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå ìåòîäà
Íüþòîíà

xk+1 = xk − (F
′
(xk))−1F (xk), k = 0, 1, . . . (2)

Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâå ìåòîäà Íüþòîíà ëåæèò èäåÿ ëèíåàðèçàöèè âåêòîð-
ôóíêöèè F (x) â îêðåñòíîñòè êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ (íà êàæäîé èòåðàöèè),
÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ
ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ìåòîäà. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn âûá-
ðàíà íåêîòîðàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà ‖x‖ è ñîãëàñîâàííàÿ ñ íåé ìàòðè÷íàÿ
íîðìà ‖A‖.

Òåîðåìà (î ñõîäèìîñòè). Ïóñòü
1) âåêòîð-ôóíêöèÿ F (x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà â

îáëàñòè
Sδ = {x : ‖x− x∗‖ < δ}, δ > 0,

ãäå x∗ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),
2) äëÿ âñåõ x ∈ Sδ ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà (F

′
(x))−1, ïðè÷åì

‖(F ′
(x))−1‖ ≤ α1, α1 > 0,

3) äëÿ âñåõ x, y ∈ Sδ

‖F (x)− F (y)− F
′
(y)(x− y)‖ ≤ α2‖x− y‖2, α2 > 0,

4) x0 ∈ Sε, ε = min{δ, 1
α}, α = α1α2.

Òîãäà äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà (2)
1) xk ∈ Sε, k = 1, 2, . . .

2) xk → x∗, k →∞,

3) ‖xk − x∗‖ ≤ 1
α(α‖x0 − x∗‖)2k

, k = 1, 2, . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñ ïîìîùüþ èí-
äóêöèè. Ïî óñëîâèþ x0 ∈ Sε. Äîïóñòèì, ÷òî xk ∈ Sε. Ïîñêîëüêó ε ≤ δ, òî
Sε ⊂ Sδ ⇒ xk ∈ Sδ. Ðàññìîòðèì óñëîâèå 3) òåîðåìû äëÿ x = x∗, y = xk

‖F (x∗)− F (xk)− F
′
(xk)(x∗ − xk)‖ ≤ α2‖x∗ − xk‖2.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2)

−F (xk) = F
′
(xk)(xk+1 − xk),

êðîìå òîãî F (x∗) = 0. Òîãäà ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

‖F ′
(xk)(xk+1 − x∗)‖ ≤ α2‖x∗ − xk‖2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖(xk+1 − x∗)‖ = ‖(F ′
(xk))−1F

′
(xk)(xk+1 − x∗‖ ≤

≤ ‖(F ′
(xk))−1‖‖F ′

(xk)(xk+1 − x∗)‖ ≤ α1α2‖xk − x∗‖2 = α‖xk − x∗‖2.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖xk+1 − x∗‖ ≤ α‖xk − x∗‖2. (3)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè xk ∈ Sε. Ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèÿ 4) ε ≤ 1
α ,

òî
‖xk+1 − x∗‖ < αε2 ≤ ε.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî xk+1 ∈ Sε, è øàã èíäóêöèè ðåàëèçîâàí. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû äîêàçàíî.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì qk = α‖xk − x∗‖, k = 0, 1, . . . .
Ïåðåïèøåì îöåíêó (3) ïîñëå óìíîæåíèÿ íà α â âèäå qk+1 ≤ q2

k. Ïîêàæåì,
÷òî

qk ≤ q2k

0 , k = 0, 1, . . . . (4)

Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 0 íåðàâåíñòâî (4) î÷åâèäíî.
Äîïóñòèì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî k. Òîãäà

qk+1 ≤ q2
k ≤ (q2k

0 )2 = q2k+1

0 .

Ïåðåõîä k → k + 1 çàâåðøåí, ò.å. íåðàâåíñòâî (4) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ k.

Ïåðåïèøåì åãî èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

‖xk − x∗‖ ≤ 1

α
(α‖x0 − x∗‖)2k

.
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Ïîëó÷èëè óòâåðæäåíèå 3). Ïðè ýòîì q0 = α‖x0 − x∗‖ < αε ≤ 1, ò.å. q0 < 1.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü: xk → x∗, k →∞

Çàìå÷àíèå 1. Íåðàâåíñòâî (3) ïðè óñëîâèè α‖x0−x∗‖ < 1 îçíà÷àåò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñêîëüêó ‖x0 − x∗‖ < ε, òî èç óòâåðæäåíèÿ 3) ñëåäóåò
îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Íüþòîíà

‖xk − x∗‖ ≤ 1

α
(αε)2k

, α = α1α2.

Óêàæåì íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà (2).

1. Åñòåñòâåííûì óïðîùåíèåì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà
(ñíèæåíèå òðóäîåìêîñòè ðåàëèçàöèè, ïîòåðÿ â ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè)

xk+1 = xk − (F
′
(x0))−1F (xk), k = 0, 1, . . .

2. Â èòåðàöèîííóþ ôîðìóëó ìåòîäà Íüþòîíà ââåäåì ïàðàìåòð βk > 0
ñëåäóþùèì îáðàçîì

xk+1 = xk − βk(F
′
(xk))−1F (xk), k = 0, 1, . . .

Íà êàæäîé èòåðàöèè βk íàõîäèòñÿ òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü íåâÿçêó óðàâíå-
íèÿ (1), ò.å. âûïîëíèòü íåðàâåíñòâî

‖F (xk+1)‖ < ‖F (xk)‖. (5)

Ïðîâåäåì îáîñíîâàíèå òàêîé ïðîöåäóðû â åâêëèäîâîé íîðìå.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ-íåâÿçêó äëÿ óðàâíåíèÿ (1)

ϕ(x) =
1

2
〈F (x), F (x)〉 =

1

2
‖F (x)‖2.

Íàéäåì ãðàäèåíò ∇ϕ(x), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

F (x +4x) = F (x) + F
′
(x)4x + o(‖4x‖).

Ñ ýòîé öåëüþ âûäåëèì ãëàâíûé ÷ëåí ïðèðàùåíèÿ

ϕ(x +4x)− ϕ(x) =
1

2
(〈F (x +4x), F (x +4x)〉 − 〈F (x), F (x)〉) =

= 〈F (x), F
′
(x)4x〉+ o1(‖4x‖) = 〈(F ′

(x))TF (x),4x〉+ o1(‖4x‖).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ∇ϕ(x) = (F
′
(x))TF (x).

Îáîçíà÷èì pk = −(F
′
(xk))−1F (xk) è íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ϕ â

òî÷êå xk ïî íàïðàâëåíèþ pk :

〈pk,∇ϕ(xk)〉 = −〈(F ′
(xk))−1F (xk), (F

′
(xk))TF (xk)〉 =

= −〈F (xk), F (xk)〉 < 0,

åñëè xk 6= x∗.

Òàêèì îáðàçîì, pk � åñòü íàïðàâëåíèå ñïóñêà äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) â òî÷êå
xk : ϕ(xk + βpk) < ϕ(xk) äëÿ ìàëûõ β > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âûáîð øàãà βk

ñîãëàñíî óñëîâèþ (5) âîçìîæåí.
Çàìå÷àíèå 3. Ïî ÷àñòè ðåàëèçàöèè ìåòîäà (2) îòìåòèì ñëåäóþùåå.

Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, .. íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü îáðàòíóþ ìàòðèöó
(F

′
(xk))−1. Ïîëàãàÿ y = x − xk íàéäåì ðåøåíèå yk ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ

ìàòðèöåé ßêîáè F
′
(xk)y = −F (xk). Òîãäà xk+1 = xk + yk.

�3. Êâàçèíüþòîíîâñêèé ìåòîä

Ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ òðóäîåìêîñòè ðàñ÷åòîâ ïîñòðîèì ìåòîä ëèíåàðèçàöèè
áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé F (x) = 0, ãäå F : Rn → Rn � íåïðåðûâ-
íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ïóñòü èìååòñÿ ïðèáëèæåíèå xk è äëÿ F (x) ïîñòðîåíà
ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Fk(x) ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû

Fk(x) = F (xk) + Ak(x− xk),

ãäå Ak � èçâåñòíàÿ ìàòðèöà.
Î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå xk+1 íàéäåì êàê ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû

Fk(x) = 0. Îòìåòèì, ÷òî åñëè xk+1 = xk, òî Fk(x
k) = F (xk) = 0, ò.å. xk

� ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xk+1 6= xk.

Ïîñòðîèì êëàññ ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé îòíîñèòåëüíî òî÷êè xk+1

Fk+1(x,A) = F (xk+1) + A(x− xk+1)

è ðàññìîòðèì âîïðîñ î âûáîðå ìàòðèöû A.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû Fk+1(x
k, A) = F (xk). Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ íà ìàòðèöó A :

A(xk − xk+1) = F (xk)− F (xk+1).
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Îáîçíà÷èì: sk = xk+1− xk, yk = F (xk+1)−F (xk). Òîãäà Ask = yk. Íàçîâåì
ýòî ðàâåíñòâî ñîîòíîøåíèåì ñåêóùèõ.

Èñïîëüçóÿ íåêîòîðóþ ìàòðè÷íóþ íîðìó, ñôîðìóëèðóåì ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó íà ìíîæåñòâå ìàòðèö A

‖A− Ak‖ → min, Ask = yk. (1)

Ïóñòü Ak+1 � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Òîãäà î÷åðåäíàÿ ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ èìååò âèä Fk+1(x) = Fk+1(x,Ak+1), ÷òî è çàâåðøàåò k-óþ èòåðàöèþ
ìåòîäà ñåêóùèõ: ïåðåõîä (xk, Ak) ⇒ (xk+1, Ak+1).

Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (1) â ÿâíîì âèäå, èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íóþ íîðìó
Ôðîáåíèóñà: ‖A‖2

F =
∑n

i,j=1 a2
ij.

Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíûé êëàññ ìàòðèö.
Ïóñòü u, v ∈ Rn. Îáðàçóåì (n× n) ìàòðèöó

uvT =




u1v1 u1v2 . . . u1vn

u2v1 u2v2 . . . u2vn

. . .

unv1 unv2 . . . unvn




= {uivj, i, j = 1, n}.

Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû uvT ëèíåéíî çàâèñèìà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã uvT ïðè u, v 6= 0 ðàâåí 1, ïîýòîìó uvT íàçûâàþò
ìàòðèöåé ðàíãà 1. Ïðè u = v ïîëó÷àåì ìàòðèöó - äèàäó uuT = {uiuj}.
Ïîäñ÷èòàåì íîðìó Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû - äèàäû

‖uuT‖2
F =

n∑

i,j=1
u2

i u
2
j = (

n∑

i=1
u2

i )(
n∑

j=1
u2

j) = 〈u, u〉2.

Òàêèì îáðàçîì,
‖uuT‖F = 〈u, u〉 = ‖u‖2

2 = uTu.

Ëåììà. Ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ak+1 = Ak +
1

〈sk, sk〉(y
k − Aks

k)(sk)T . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöà Ak+1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ ñåêóùèõ (îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è (1))

Ak+1s
k = Aks

k +
1

〈sk, sk〉(y
k − Aks

k)(sk)Tsk =
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= Aks
k + yk − Aks

k = yk.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ñ óñëîâèåì Ask = yk. Òîãäà

‖Ak+1 − Ak‖F =
1

〈sk, sk〉‖(y
k − Aks

k)(sk)T‖F =

=
1

〈sk, sk〉‖(A− Ak)s
k(sk)T‖F ≤

≤ 1

〈sk, sk〉‖A− Ak‖F‖sk(sk)T‖F = ‖A− Ak‖F .

Èòàê, ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî

‖Ak+1 − Ak‖F ≤ ‖A− Ak‖F , Ask = yk.

Ïîäâåäåì èòîã. Ìåòîä ñåêóùèõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû F (x) = 0 ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì.

Çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå: âåêòîð x0 è ìàòðèöó A0 (A0 � íåêîòî-
ðîå ïðèáëèæåíèå ê ìàòðèöå ßêîáè F

′
(x0)). Îïèøåì ïåðåõîä (xk, Ak) ⇒

(xk+1, Ak+1).

Íàéäåì ðåøåíèå sk ëèíåéíîé ñèñòåìû Aks = −F (xk). Òîãäà xk+1 = xk +
sk. Ïîëîæèì yk = F (xk+1)−F (xk) è ïîäñ÷èòàåì ìàòðèöó Ak+1 ïî ôîðìóëå
(2). Èòåðàöèÿ ìåòîäà çàâåðøåíà.

Ôîðìóëó (2) íàçûâàþò ôîðìóëîé ïåðåñ÷åòà Áðîéäåíà. Ìåòîäû îïèñàí-
íîãî òèïà íàçûâàþò êâàçèíüþòîíîâñêèìè.
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2. ×èñëåííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
Ãëàâà 1. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé

�1. Çàäà÷à èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
ïðîáëåì âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Èíòåðïîëèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îäèí èç ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèè. Òåîðèÿ èíòåðïîëèðîâà-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì àïïàðàòîì ÷èñëåííîãî àíàëèçà, íà åãî îñíîâå
ñòðîèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè. Ðîëü èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ â ÷èñëåííîì àíàëèçå
àíàëîãè÷íà ðîëè ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] ÷èñëîâîé îñè è çàäàíà ñâîèìè
çíà÷åíèÿìè â ïîïàðíî íåñîâïàäàþùèõ òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn , ïðè÷åì ïîä-
ñ÷åò ýòèõ çíà÷åíèé òðåáóåò áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû. Â ýòèõ óñëî-
âèÿõ åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f(x) íà [a, b]
ñ ïîìîùüþ ëåãêî âû÷èñëÿåìîé ôóíêöèè φ(x) íåêîòîðîãî êëàññà íà îñíîâå
èíôîðìàöèè îá èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ f(xi) , i = 0, n . Â òåîðèè èíòåðïîëè-
ðîâàíèÿ ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü φ0(x), . . . , φn(x) � íåêîòîðûé íàáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôóíê-
öèé, îïðåäåëåííûõ íà [a, b]. Áóäåì èñêàòü àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ
φ(x) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

φ(x) =
n∑

i=0
aiφi(x) , x ∈ [a, b] (1)

ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai, i = 0, n. Ôóíêöèþ φ(x) íàçûâàþò
îáîáùåííûì ìíîãî÷ëåíîì ïî ñèñòåìå {φi(x)}.

Ïàðàìåòðû ai â (1) âûáåðåì èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé f

è φ â òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn, ò.å. ïîòðåáóåì, ÷òîáû
n∑

i=0
aiφi(xj) = f(xj) , j = 0, n. (2)

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ai, îïðåäåëÿþùèõ èñêîìóþ ôóíêöèþ φ(x).

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(x),
çàäàííîé òàáëèöåé {xi, f(xi)}, ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ (1) ïðî-
âîäèòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà (2) ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé â òî÷êàõ xi.
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Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè φ(x) âèäà (1) â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (2)
íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé èíòåðïîëèðîâàíèÿ â êëàññå îáîáùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ïî äàííîé ñèñòåìå ôóíêöèé {φi(x)} . Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåðìèíîëîãèÿ:

xi � óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ;
{xi, f(xi)} � èñõîäíûå äàííûå èíòåðïîëèðîâàíèÿ;
φ(x) � îáîáùåííûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè f(x).
Ñîîòíîøåíèÿ (2) íàçûâàþò óñëîâèÿìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ, ðàçíîñòü

R(x) = f(x)− φ(x), x ∈ [a, b] � ïîãðåøíîñòüþ èíòåðïîëèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî èí-

òåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîíÿòíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýòîò âîïðîñ
ñâîäèòñÿ ê óñëîâèÿì îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû (2) îò-
íîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ai . Ââåäåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ0(x0) φ1(x0) . . . φn(x0)
φ0(x1) φ1(x1) . . . φn(x1)

. . . . . . . . . . . .

φ0(xn) φ1(xn) . . . φn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

è ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå íà ôóíêöèè φi(x) .
Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé {φi(x), x ∈ [a, b]}, i = 0, n íàçûâàåò-

ñÿ ñèñòåìîé ×åáûøåâà íà [a, b] åñëè îïðåäåëèòåëü ∆ íå ðàâåí íóëþ äëÿ
ëþáîãî íàáîðà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x0, x1, . . . , xn îòðåçêà [a, b] .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè φi(x), i = 0, n èç (1) îáðàçóþò ñèñòåìó
×åáûøåâà íà [a, b] . Òîãäà ∆ 6= 0 , ò.å. ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïî ôîðìóëå Êðàìåðà

ai =
∆i

∆
, i = 0, n ,

ãäå îïðåäåëèòåëü ∆i ïîëó÷àåòñÿ èç ∆ çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîä-
íûõ ÷ëåíîâ f(xj), j = 0, n.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò âèä

φ(x) =
n∑

i=0

∆i

∆
φi(x) . (3)

Ïîëó÷èì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ φ(x) , â êîòîðîì ÿâíî ôèãóðèðóþò
çíà÷åíèÿ f(xj) . Ñ ýòîé öåëüþ ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆i ïî
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ýëåìåíòàì i-ãî ñòîëáöà

∆i =
n∑

j=0
f(xj)∆ij , i = 0, n .

Çäåñü ∆ij � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ i-ãî ñòîëáöà. Ââåäåì
ôóíêöèè

Φj(x) =
n∑

i=0

∆ij

∆
φi(x) , j = 0, n .

Òîãäà íà îñíîâàíèè (2) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

φ(x) =
n∑

j=0
f(xj)Φj(x) . (4)

Â ñèëó óñëîâèé èíòåðïîëèðîâàíèÿ φ(xi) = f(xi), i = 0, n ôóíêöèè Φj(x) â
óçëàõ xi ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

Φj(xi) =





0 , i 6= j,

1 , i = j .
(5)

Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí φ(x) ïî ñèñ-
òåìå ôóíêöèé ×åáûøåâà {φi(x)} ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì äëÿ
ëþáûõ èñõîäíûõ äàííûõ {xi , f(xi)} , i = 0, n . Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå (4), ãäå Φj(x) � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçîâûõ ôóíêöèé
φi(x) , i = 0, n ñ óñëîâèÿìè (5).

Íàáîð {Φj(x)} , j = 0, n íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëèðóþùèì áàçèñîì îáîá-
ùåííîãî ìíîãî÷ëåíà φ(x) .

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïðîáëåìû òåîðèè èíòåðïîëèðîâàíèÿ:

1) ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì ×å-
áûøåâà {φi(x)} ;

2) îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ;

3) âûáîð óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè.

Íàèáîëåå ïîëíî óêàçàííûå ïðîáëåìû èññëåäîâàíû äëÿ èíòåðïîëèðîâà-
íèÿ â êëàññå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé áóäåò èçó-
÷àòüñÿ â äàëüíåéøåì.
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�2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà

1. Ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà

Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçîâûõ ôóíêöèé φi(x) íàáîð xi, i = 0, n ñòåïåíåé x .
Ýòî çíà÷èò, ÷òî çàäà÷à èíòåðïîëèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ â êëàññå àëãåáðàè÷åñ-
êèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n :

φ(x) =
n∑

i=0
aix

i . (6)

Â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ∆ èìååò âèä

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 . . . xn
0

1 x1 . . . xn
1

. . . . . . . . . . . .

1 xn . . . xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ýòî îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, íå ðàâíûé íóëþ â ñèëó óñëîâèÿ xi 6= xj,
i 6= j .

Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð {xi} îáðàçóåò ñèñòåìó ×åáûøåâà, è çàäà÷à èíòåð-
ïîëèðîâàíèÿ â êëàññå ïîëèíîìîâ (6) äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Áó-
äåì èñêàòü ôóíêöèþ φ(x) â âèäå (4), ãäå Φj(x) � ïîëèíîìû ñòåïåíè n .
Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (5) êàæäûé ïîëèíîì Φj îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ
x0, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn , ò.å. èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

Φj(x) = C(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn) .

Ïîñòîÿííàÿ C îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ Φj(xj) = 1 . Â ðåçóëüòàòå

Φj(x) =
(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
=

=
n∏

i=0,i 6=j

x− xi

xj − xi
, j = 0, n .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí

Ln(x) =
n∑

j=0
f(xj)

(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)

ðåøàåò çàäà÷ó àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ. Îí íàçûâàåòñÿ èíòåð-
ïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì Φj(x), j = 0, n � áàçèñíûå
ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà.
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Óêàæåì äðóãóþ çàïèñü ìíîãî÷ëåíà Ln(x) . Ïî äàííîé ñèñòåìå óçëîâ
èíòåðïîëèðîâàíèÿ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn) .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ω′n+1(x) =
n∑

k=0
(x− x0) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn),

ïðè÷åì

ω′n+1(xj) = (xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn).

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå

Ln(x) =
n∑

j=0
f(xj)

ωn+1(x)

ω′n+1(xj)(x− xj)
. (7)

2. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) ñ
ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà Ln(x) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ [a, b] , íå
ñîâïàäàþùåé ñ óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ: x 6= xi , i = 0, n. Ñ ýòîé öåëüþ
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b] âìåñòå ñî ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè äî (n + 1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Ñîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ψ(z) = f(z)− Ln(z)−Kωn+1(z) , z ∈ [a, b] ,

êîòîðàÿ îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ÷òî è f(x) .
Âûáåðåì ïîñòîÿííóþ K èç óñëîâèÿ ψ(x) = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

K =
f(x)− Ln(x)

ωn+1(x)
. (8)

Èòàê, ôóíêöèÿ ψ(z) ïî îïðåäåëåíèþ îáðàùàåòñÿ â íóëü â (n+2) òî÷êàõ
x0, x1, . . . , xn, x îòðåçêà [a, b] . Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ðîëëÿ åå ïðîèçâîäíàÿ
ψ′(z) ðàâíà íóëþ ïî êðàéíåé ìåðå â (n+1) òî÷êàõ [a, b] . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
Ðîëëÿ ê ôóíêöèè ψ′(z) , ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ψ′′(z) îáðàùàåòñÿ
â íóëü ïî ìåíüøåé ìåðå â n òî÷êàõ [a, b] . Ïðîäîëæàÿ ýòè çàêëþ÷åíèÿ,
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ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî (n+1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ψ(n+1)(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé òî÷êå ξ ∈ [a, b] . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ψ(n+1)(z) = f (n+1)(z)−K(n + 1)! .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (8), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)ωn+1(x)

(n + 1)!
, x, ξ ∈ [a, b] . (9)

Ïóñòü
Mn+1 = max

x∈[a,b]
| f (n+1)(x) | .

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ

| f(x)− Ln(x) | ≤ Mn+1 | ωn+1(x) |
(n + 1)!

, x ∈ [a, b] . (10)

Çäåñü ωn+1(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn) . Ñíèìàÿ çàâèñèìîñòü îò x â
ïðàâîé ÷àñòè (10), ïðèõîäèì ê îöåíêå ïîãðåøíîñòè âèäà

| f(x)− Ln(x) | ≤ Mn+1

(n + 1)!
max
a≤x≤b

| ωn+1(x) | . (11)

3. Îïòèìàëüíûé âûáîð óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì âûáîðå óçëîâ x0, x1, . . . , xn â ñìûñëå
ìèíèìèçàöèè îöåíêè ïîãðåøíîñòè (11). Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ìèíè-
ìàêñíîé çàäà÷å

min
x0,...,xn

max
a≤x≤b

| (x− x0) . . . (x− xn) | . (12)

Ïîñêîëüêó êàæäûé íàáîð (x0, . . . , xn) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì ωn+1(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn) ñòåïåíè (n + 1) ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì 1 , òî ôàêòè÷åñêè ìû ïîëó÷èëè êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó îá
îòûñêàíèè ìíîãî÷ëåíà, íàèìåíåå óêëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ (â íîðìå ïðîñò-
ðàíñòâà C ). Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è äàþò ìíîãî÷ëåíû ×åáû-
øåâà Tn(x) , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íà [−1, 1] ïî ôîðìóëå

Tn(x) = cos(n arccos x) , |x| ≤ 1 .

Ñîãëàñíî ýòîìó âûðàæåíèþ

T1(x) = x , T2(x) = 2x2 − 1.
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

cos(n + 1)θ = 2 cos θ cos nθ − cos(n− 1)θ

ïðè θ = arccos x , ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) .

Òàêèì îáðàçîì, Tn+1(x) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n+1) ñî ñòàðøèì êîýôôè-
öèåíòîì 2n .

Ðåøàÿ óðàâíåíèå cos[(n + 1) arccos x] = 0 , îïðåäåëèì êîðíè ìíîãî÷ëåíà
Tn+1(x)

x∗m = cos
(2m + 1)π

2(n + 1)
, m = 0, n .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ |Tn+1(x)| ≤ 1 , x ∈ [−1, 1] , ïîýòîìó äëÿ îòûñêàíèÿ
òî÷åê ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ìíîãî÷ëåíà Tn+1(x) ðåøèì óðàâíåíèå
|Tn+1(x)| = 1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

xk = cos
kπ

n + 1
, k = 0, n + 1 .

Ïðè ýòîì Tn+1(xk) = cos kπ = (−1)k .
Ìíîãî÷ëåíû T ∗

n+1(x) = 2−nTn+1(x) ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 íàçû-
âàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè, íàèìåíåå îòêëîíÿþùèìèñÿ îò íóëÿ. Ýòî íàçâàíèå
îáóñëîâëåíî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

Ëåììà. Åñëè Pn+1(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n+1) ñî ñòàðøèì êîýôôè-
öèåíòîì 1 , òî

max−1≤x≤1
|Pn+1(x)| ≥ max−1≤x≤1

|T ∗
n+1(x)| = 2−n . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å.

max−1≤x≤1
|Pn+1(x)| < 2−n . (14)

Ìíîãî÷ëåí Qn(x) = T ∗
n+1(x) − Pn+1(x) èìååò ñòåïåíü íå âûøå n è îòëè÷åí

îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Êðîìå òîãî,

signQn(xk) = sign[(−1)k2−n − Pn+1(xk)] =

= (−1)k , k = 0, n + 1 ,
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òàê êàê ïî óñëîâèþ (14) |Pn+1(x)| < 2−n .
Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûé ìíîãî÷ëåí Qn(x) ñòåïåíè íå âûøå n

èìååò (n + 1) ðàçëè÷íûõ êîðíåé, ÷òî íåâîçìîæíî.
Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè

Pn+1(x) 6= T ∗
n+1(x) , òî â (13) èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Ýòî çíà÷èò,

÷òî äëÿ êàæäîãî n ìíîãî÷ëåí T ∗
n+1(x) , íàèìåíåå îòêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ,

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (12) îá îïòèìàëüíîì âûáîðå óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ.

Ïóñòü çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà [−1, 1] . Âûáåðåì â êà÷åñòâå óçëîâ x0, . . . , xn

êîðíè x∗m , m = 0, n ïîëèíîìà Tn+1(x) . Òîãäà ωn+1(x) = T ∗
n+1(x) è íà

îñíîâàíèè ëåììû ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (12). Ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ
îöåíêà ïîãðåøíîñòè èìååò âèä

|f(x)− Ln(x)| ≤ Mn+1

(n + 1)! 2n
, x ∈ [−1, 1] .

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà èíòåðïîëèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ íà [a, b] , âîñïîëüçó-
åìñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ

x =
1

2
[(b− a)z + (b + a)] ,

â ñèëó êîòîðîé z ∈ [−1, 1] . Êîðíè ìíîãî÷ëåíà Tn+1(z) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëü-
íûìè óçëàìè íà [−1, 1] . ×åðåç èñõîäíóþ ïåðåìåííóþ îíè çàïèøóòñÿ â âèäå

xm =
1

2
[(b− a) cos

(2m + 1)π

2(n + 1)
+ (b + a)] , m = 0, n .

Ýòî è åñòü îïòèìàëüíûå óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ äëÿ [a, b] . Îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè èìååò âèä

|f(x)− Ln(x)| ≤ Mn+1(b− a)n+1

(n + 1)! 22n+1 , x ∈ [a, b] .

�3. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Íüþòîíà

Íàéäåì äðóãóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà
Ëàãðàíæà. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì ïîíÿòèå ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè.
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1. Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè è èõ ñâîéñòâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] è çàäàíà òàáëèöåé ñâîèõ çíà÷å-
íèé {xi, f(xi)} i = 0, n â ïîïàðíî íå ñîâïàäàþùèõ òî÷êàõ x0, . . . , xn.

Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè íóëåâîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ
f(xi) , i = 0, n .

Äàëåå, îáðàçóåì îòíîøåíèÿ

f(xi; xi+1) =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
, i = 0, n− 1 ,

êîòîðûå íàçîâåì ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà f(xi; xi+1; xi+2) îïðåäåëèì ñîîò-

íîøåíèÿìè

f(xi; xi+1; xi+2) =
f(xi+1; xi+2)− f(xi; xi+1)

xi+2 − xi
, i = 0, n− 2 .

Â îáùåì ñëó÷àå ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü k-ãî ïîðÿäêà f(xi; xi+1; . . . ; xi+k)
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòè (k − 1)-ãî ïîðÿäêà ïî ôîðìóëå

f(xi; xi+1; . . . ; xi+k) =
f(xi+1; . . . ; xi+k)− f(xi; . . . ; xi+k−1)

xi+k − xi
,

i = 0, n− k .

Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè óäîáíî ðàñïîëàãàòü â âèäå òàáëèöû (ñëó÷àé n = 3)

x0 f(x0)
f(x0; x1)

x1 f(x1) f(x0; x1; x2)
f(x1; x2) f(x0; x1; x2; x3)

x2 f(x2) f(x1; x2; x3)
f(x2; x3)

x3 f(x3)

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè k-ãî ïîðÿäêà è çíà÷å-
íèÿìè ôóíêöèè â òî÷êàõ xi .

Ëåììà. Äëÿ êàæäîãî k = 1, n ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(xi; xi+1; . . . ; xi+k) =
k∑

j=0

f(xi+j)
∏k

l=0,l 6=j(xi+j − xi+l)
, i = 0, n− k . (15)
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû
ñïðàâåäëèâî, òàê êàê

f(xi; xi+1) =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
=

f(xi)

xi − xi+1
+

f(xi+1)

xi+1 − xi
.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (15) èìååò ìåñòî ïðè k = m−1 è ïóñòü k = m .
Òîãäà

f(xi; xi+1; . . . ; xi+m) =
f(xi+1; . . . ; xi+m)− f(xi; . . . ; xi+m−1)

xi+m − xi
=

=
1

xi+m − xi
[

m∑

j=1

f(xi+j)
∏m

l=1,l 6=j(xi+j − xi+l)
−

m−1∑

j=0

f(xi+j)
∏m−1

l=0,l 6=j(xi+j − xi+l)
] .

Ïîäñ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû ïðè çíà÷åíèÿõ f(xi+j) , j = 0,m �

f(xi) (j = 0) :
1

∏m
l=1(xi − xi+l)

;

f(xi+m) (j = m) :
1

∏m−1
l=0 (xi+m − xi+l)

;

f(xi+j) (0 < j < m) :

1

xi+m − xi
[

1
∏m

l=1,l 6=j(xi+j − xi+l)
− 1

∏m−1
l=0,l 6=j(xi+j − xi+l)

] =

=
xi+j − xi − xi+j + xi+m

(xi+m − xi)
∏m

l=0,l 6=j(xi+j − xi+l)
=

1
∏m

l=0,l 6=j(xi+j − xi+l)
.

Â ñîâîêóïíîñòè ïîëó÷àåì ôîðìóëó (15) ïðè k = m .

Âûäåëèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (15), ïîëàãàÿ â íåé i = 0 è èñïîëüçóÿ
èçâåñòíûé íàì ìíîãî÷ëåí ωn+1(x)

f(x0; x1; . . . ; xk) =
k∑

j=0

f(xj)
∏k

l=0,l 6=j(xj − xl)
= (16)

=
k∑

j=0

f(xj)

ω′k+1(xj)
, k = 1, 2, . . . .

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (15), óêàæåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ðàçäåëåííîé
ðàçíîñòè:
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à) ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì îò ôóíêöèè f :
åñëè f = α1f1 + α2f2 , αi = const , òî

f(xi; . . . ; xi+k) = α1f1(xi; . . . ; xi+k) + α2f2(xi; . . . ; xi+k) ;

b) ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü åñòü ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåí-
òîâ xi, . . . , xi+k , ò.å. íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé èõ ïåðåñòàíîâêå.

2. Âûâîä ôîðìóëû Íüþòîíà ñ ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè

Ïðîâåäåì òåïåðü âûâîä ôîðìóëû Íüþòîíà. Ïóñòü Lk(x) - èíòåðïîëÿöè-
îííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííûé äëÿ ôóíêöèè f(x) ïî óçëàì x0,

. . . , xk . Òîãäà
Ln(x) = L0(x) +

n∑

k=1
[Lk(x)− Lk−1(x)] . (17)

Êàæäàÿ ðàçíîñòü Lk(x)−Lk−1(x) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k , ðàâíûé íóëþ
â òî÷êàõ x0, . . . , xk−1 , ò.å.

Lk(x)− Lk−1(x) = A(x− x0) . . . (x− xk−1) =

= Aωk(x) , A = const .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà A ïîëîæèì x = xk . Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå
èíòåðïîëèðîâàíèÿ Lk(xk) = f(xk) è ôîðìóëó (7) äëÿ ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàí-
æà, ïîëó÷àåì

A =
f(xk)

ωk(xk)
− 1

ωk(xk)

k−1∑

j=0
f(xj)

ωk(xk)

ω′k(xj)(xk − xj)
=

=
f(xk)

ω′k+1(xk)
+

k−1∑

j=0

f(xj)

ω′k+1(xj)
=

k∑

j=0

f(xj)

ω′k+1(xj)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (16) çàêëþ÷àåì, ÷òî

A = f(x0; . . . ; xk) .

Òàêèì îáðàçîì,

Lk(x)− Lk−1(x) = f(x0; . . . ; xk)ωk(x),

è ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (17) èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò
âèä

Ln(x) = f(x0) +
n∑

k=1
f(x0; . . . ; xk)ωk(x) .
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Â ðàçâåðíóòîé çàïèñè

Ln(x) = f(x0)+ f(x0; x1)(x−x0)+ f(x0; x1; x2)(x−x0)(x−x1)+ . . . + (18)

+f(x0; . . . ; xn)(x− x0) . . . (x− xn−1) .

Ïîëó÷èëè èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà ñ ðàçäåëåí-
íûìè ðàçíîñòÿìè. Ïðåäñòàâèì ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå x 6= xi ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè

f(x)− Ln(x) = f(x)−
n∑

j=0
f(xj)

ωn+1(x)

ω′n+1(xj)(x− xj)
=

= ωn+1(x)[
f(x)

ωn+1(x)
+

n∑

j=0

f(xj)
∏n

i=0,i6=j(xj − xi)(xj − x)
] .

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (15), âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ åñòü ðàçäåëåííàÿ
ðàçíîñòü f(x; x0; . . . ; xn) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ
äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå, ñîãëàñîâàííîå ñ ôîðìóëîé (18)

f(x)− Ln(x) = f(x; x0; . . . ; xn)(x− x0) . . . (x− xn) , x 6= xi .

Ñðàâíèâàÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñ âûðàæåíèåì (9), ïîëó÷åííûì ðàíåå äëÿ
ïîãðåøíîñòè, ëåãêî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ ïî-
ðÿäêà (n + 1) è ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà (n + 1) ôóíêöèè f(x) :

f(x; x0; . . . ; xn) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
, ξ, x ∈ [a, b] .

�4. Èíòåðïîëèðîâàíèå ñ êðàòíûìè óçëàìè

Äî ñèõ ïîð èçó÷àëàñü çàäà÷à èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïî çàäàííîé òàáëèöå
çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, êîãäà
â óçëàõ èíòåðïîëèðîâàíèÿ èçâåñòíû íå òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, íî è åå
ïðîèçâîäíûõ äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà. Â ðàìêàõ ýòîé èíôîðìàöèè ïðèõîäèì
ê çàäà÷å èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñ êðàòíûìè óçëàìè.
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1. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà

Ïóñòü íà [a, b] âûäåëåíû ïîïàðíî íå ñîâïàäàþùèå òî÷êè x0, x1, . . . , xn

� óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ñëåäóþùàÿ òàáëèöà
èíòåðïîëÿöèîííûõ äàííûõ

f(x0) f ′(x0) . . . f (α0−1)(x0)

f(x1) f ′(x1) . . . f (α1−1)(x1)
. . . . . . . . . . . .

f(xn) f ′(xn) . . . f (αn−1)(xn)

(19)

×èñëà α0, α1, . . . , αn íàçîâåì êðàòíîñòÿìè óçëîâ x0, x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïóñòü α0 + α1 + . . . + αn = m + 1 � îáùåå ÷èñëî èçâåñòíûõ äàííûõ î
ôóíêöèè f(x) .

Ïîñòàâèì çàäà÷ó èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) â êëàññå ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè m

Hm(x) = a0x
m + a1x

m−1 + . . . + am , (20)

âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû a0 . . . , am òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ êðàòíî-
ãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ

H(l)
m (xk) = f (l)(xk), l = 0, αk − 1, k = 0, n. (21)

Ïîëèíîì Hm(x) ñ óñëîâèÿìè (21) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷-
ëåíîì Ýðìèòà. Âûÿñíèì âîïðîñ î åãî ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè.

Ðàâåíñòâà (21) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, ïî ñóùåñòâó, ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ a0, . . . , am . Ïîêàæåì,
÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

H(l)
m (xk) = 0 , l = 0, αk − 1, k = 0, n. (22)

èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.
Ñîîòíîøåíèÿ (22) îçíà÷àþò, ÷òî êàæäûé óçåë xk ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïîëèíîìà

Hm(x) êîðíåì ñ êðàòíîñòüþ íå ìåíüøå αk . Òîãäà ñóììà êðàòíîñòåé âñåõ
êîðíåé ïîëèíîìà Hm(x) íå ìåíüøå, ÷åì α0+α1+. . .+αn = m+1 . Ïîñêîëüêó
m � ñòåïåíü ïîëèíîìà Hm(x) , òî çàêëþ÷àåì, ÷òî Hm(x) ≡ 0 , ò.å. âñå
êîýôôèöèåíòû a0 . . . , am ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà
(22) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí.
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Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà.
Åñëè αi = 1 , i = 0, n , òî ïîëó÷àåì îáû÷íóþ çàäà÷ó èíòåðïîëèðîâàíèÿ, è
ìíîãî÷ëåí Hm(x) ïðåâðàùàåòñÿ â ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà. Åñëè ïîëîæèòü n =
0 (âçÿòü îäèí óçåë x0), òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîëèíîì Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x) îòíîñèòåëüíî òî÷êè x0 .

2. Ïîãðåøíîñòü êðàòíîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè êðàòíîãî èíòåðïîëèðî-
âàíèÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) (m+1) ðàç íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóå-
ìà íà [a, b] . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b] , ÷òî

f(x)−Hm(x) =
f (m+1)(ξ)

(m + 1)!
(x− x0)

α0 . . . (x− xn)
αn , x ∈ [a, b] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì
A(x) = (x− x0)

α0 . . . (x− xn)
αn

è çàôèêñèðóåì òî÷êó x 6= xk, k = 0, n. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíê-
öèþ

F (z) = f(z)−Hm(z)− A(z)

A(x)
[f(x)−Hm(x)] , z ∈ [a, b] .

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ F (z) íåðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b] äî
ïîðÿäêà (m + 1) âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì òî÷êè x0, . . . , xn, x ÿâëÿþòñÿ
íóëÿìè ôóíêöèè F (z) êðàòíîñòè íå íèæå, ÷åì α0, . . . , αn, 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Çíà÷èò, ñóììà êðàòíîñòåé âñåõ íóëåé ôóíêöèè F (z) íå ìåíüøå, ÷åì α0 +
. . . + αn + 1 = m + 2 . Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ðîëëÿ ïðîèçâîäíàÿ F ′(z)
îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç íà êàæäîì èíòåðâàëå (x0, x1),
(x1, x2) , . . . , (xn, x) . Êðîìå òîãî, òî÷êè x0, . . . , xn áóäóò äëÿ F ′(z) íóëÿìè
êðàòíîñòè íå ìåíüøå, ÷åì α0−1, . . . , αn−1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà êðàòíîñ-
òåé âñåõ íóëåé äëÿ F ′(z) íà [a, b] íå ìåíüøå âåëè÷èíû (α0− 1)+ . . .+(αn−
1) + (n + 1) = m + 1 .

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ âòîðîé è ïîñëåäóþùèõ ïðîèçâîäíûõ,
ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ F (m+1)(z) èìååò íà [a, b] ïî êðàé-
íåé ìåðå îäèí êîðåíü. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b] , äëÿ
êîòîðîé

F (m+1)(ξ) = f (m+1)(ξ)− (m + 1)!

A(x)
[f(x)−Hm(x)] = 0 .
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Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

�5. Ñïëàéí � èíòåðïîëèðîâàíèå

Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f(x) íà [a, b] ïðîâåäåì
ðàçáèåíèå ýòîãî îòðåçêà íà ÷àñòè ñ ïîìîùüþ òî÷åê

a = x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = b.

Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê xj, j = 0, N íàçûâàåòñÿ ñåòêîé ∆ íà [a, b], ïðè ýòîì xj

� óçëû ñåòêè, ∆j = [xj−1, xj], j = 1, N � ÿ÷åéêè ðàçáèåíèÿ.
Íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå ∆j ôóíêöèÿ f(x) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåêî-

òîðûì èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Pj(x) ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî âûá-
ðàííîé ñèñòåìû óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ xjl, l = 1,m ñ óñëîâèåì

xj−1 ≤ xj1 < xj2 < . . . < xjm ≤ xj, m ≤ n + 1.

Óñëîâèÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ èìåþò âèä

Pj(xjl) = f(xjl), l = 1,m.

Êðîìå òîãî, çàäàþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè
x1, x2, . . . xN−1 (óñëîâèÿ ñîñòûêîâêè, ñîïðÿæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ)

P
(k)
j (xj) = P

(k)
j+1(xj), k = 0, q , j = 1, N − 1.

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ x0 = a, xN = b çàäàþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ

P
(k)
1 (a) = γ(k)

a , k = 0, qo ; P
(k)
N (b) = γ

(k)
b , k = 0, qN .

Ôóíêöèþ s(x), îïðåäåëåííóþ íà [a, b] è ñîâïàäàþùóþ íà êàæäîì ÷àñ-
òè÷íîì îòðåçêå ∆j ñ ìíîãî÷ëåíîì Pj(x), j = 1, N ïðè âûïîëíåíèè âñåõ
óêàçàííûõ óñëîâèé íàçûâàþò èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàéíîì îòíîñèòåëü-
íî ñåòêè ∆.

Ïðè ýòîì óçëû ñåòêè íàçûâàþòñÿ óçëàìè ñïëàéíà, ÷èñëî n � ñòåïåíüþ
ñïëàéíà.

Òàêèì îáðàçîì, ñïëàéí � êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëü-
íî âûáðàííîé ñåòêè ñ îïðåäåëåííûì ïîðÿäêîì ãëàäêîñòè â å¼ óçëàõ.

Óñëîâèÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ, íåïðåðûâíîñòè è êðàåâûå óñëîâèÿ îáðàçóþò
ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
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ñïëàéíà (êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ Pj(x), j = 1, N). Âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè è åäèíñòâåííîñòè ñïëàéí-ôóíêöèè s(x), x ∈ [a, b] îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-
âèÿìè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû. Êàê ìèíèìóì, ÷èñëî òðå-
áóåìûõ óñëîâèé äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ ñïëàéíà.

Îïèøåì íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå ñïëàéíû äëÿ ñëó÷àåâ n = 1, 2, 3.

1. Ëèíåéíûé ñïëàéí

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà [a, b]. Ââåäåì ñåòêó

∆ : a = x0 < x1 < . . . < xN = b

è âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â óçëàõ xj, j = 0, N.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ s(x), x ∈ [a, b] íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ñïëàé-
íîì îòíîñèòåëüíî ñåòêè ∆, åñëè

1) s(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîé ÿ÷åéêå ∆j = [xj−1, xj], j = 1, N ;

2) s(x) íåïðåðûâíà íà [a, b];

3) s(xj) = f(xj), j = 0, N .

Ïîíÿòíî, ÷òî ñïëàéí-ôóíêöèÿ s(x) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè 1)�3) îäíîç-
íà÷íî � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñïëàéíà (2N) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óñëîâèé (N −
1 + N + 1 = 2N).

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ s(x) � ëîìàíàÿ ñ óãëîâûìè òî÷êàìè
(xj, f(xj)), j = 1, N − 1.

Â äàííîì ñëó÷àå óçëû ñïëàéíà ñîâïàäàþò ñ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè.
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2. Ïàðàáîëè÷åñêèé ñïëàéí

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìà íà
[a, b]. Ââåäåì íà [a, b] äâå ñåòêè

∆ : a = x0 < x1 < . . . < xN = b,

∆′ : a ≤ z0 < z1 < . . . < zN−1 ≤ b

ñ óñëîâèåì zj−1 < xj < zj, j = 1, N − 1.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) â óçëàõ ñåòêè ∆′ : f(zj) j = 0, N − 1.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ s(x), x ∈ [a, b] íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì
ñïëàéíîì îòíîñèòåëüíî ñåòîê ∆, ∆′, åñëè

1) s(x) � ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè íà êàæäîé ÿ÷åéêå ∆j = [xj−1, xj],
j = 1, N ;

2) s(x) íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b];

3) s(zj) = f(zj), j = 0, N − 1.

Â äàííîì ñëó÷àå óçëû ñåòêè ∆ � óçëû ñïëàéíà, óçëû ñåòêè ∆′ � óçëû
èíòåðïîëÿöèè. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñïëàéíà: 3N, ÷èñëî óñëîâèé:
3N − 2.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñïëàéíà íåîáõîäèìî çàäàòü äâà êðàåâûõ
óñëîâèÿ.

Ñïëàéí s(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè
s(a) = s(b), s′(a) = s′(b).

Â íåïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå
s′(a) = γ′a, s′(b) = γ′b (êðàåâûå óñëîâèÿ 1-ãî ðîäà),

ëèáî
s′′(a) = γ′′a , s′′(b) = γ′′b (êðàåâûå óñëîâèÿ 2-ãî ðîäà).

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå, òî ïîëàãàþò:
â óñëîâèÿõ 1 ðîäà − γ′a = f ′(a), γ′b = f ′(b),

â óñëîâèÿõ 2 ðîäà − γ′′a = f ′′(a), γ′′b = f ′′(b).
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3. Êóáè÷åñêèé ñïëàéí

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóå-
ìà íà [a, b]. Ââåäåì ñåòêó

∆ : a = x0 < x1 < . . . < xN = b

è âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) â óçëàõ ñåòêè ∆ : f(xj), j = 0, N.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ s(x), x ∈ [a, b] íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì ñïëàé-
íîì íà ñåòêå ∆, åñëè

1) s(x) � ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè íà êàæäîé ÿ÷åéêå ∆j = [xj−1, xj],
j = 1, N ;

2) s(x) äâàæäû íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b];

3) s(xj) = f(xj), j = 0, N.

Â äàííîì ñëó÷àå óçëû ñïëàéíà ñîâïàäàþò ñ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè.
×èñëî ïàðàìåòðîâ: 4N, îáùåå ÷èñëî óñëîâèé: 4N−2. Íåîáõîäèìî äîïîë-

íèòåëüíî çàäàòü äâà êðàåâûõ óñëîâèÿ àíàëîãè÷íî ïàðàáîëè÷åñêîìó ñëó÷àþ.

�6. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé â êëàññå ïîëèíîìîâ

1. Íàèëó÷øåå ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå
(÷åáûøåâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ)

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ [a, b] çàäàíà òàáëèöåé ñâîèõ çíà÷åíèé

yi = f(xi), i = 0, N (1)

â òî÷êàõ (óçëàõ) x0, x1, . . . , xN , óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ

a ≤ x0 < x1 < . . . < xN ≤ b.

Ïðîâåäåì àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè f(x) ïî òàáëèöå (1) â êëàññå àëãåáðà-
è÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Pn(x, α) ñòåïåíè íå âûøå n (n ≤ N) ñ íàáîðîì êîýôôè-
öèåíòîâ α = (a0, a1, . . . , an)

Pn(x, α) = a0 + a1x + . . . + anx
n.

108



Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ àïïðîêñèìàöèè âûáåðåì âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî îò-
êëîíåíèÿ

ϕn(α) = max
0≤i≤N

|yi − Pn(xi, α)|.
Ïîëîæèì

ρn = inf
{α}

ϕn(α)

(òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ïî âñåì íàáîðàì êîýôôèöèåíòîâ).
Çàäà÷à íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) ïî òàáëèöå (1) (çàäà÷à

÷åáûøåâñêîé àïïðîêñèìàöèè) ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìíîãî÷ëåíà
Pn(x, α∗), äëÿ êîòîðîãî

ϕn(α
∗) = ρn.

Ïðè ýòîì Pn(x, α∗) � ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f(x)
ïî òàáëèöå (1).

Ðåøåíèå çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîò-
íîøåíèÿ ìåæäó n è N (ïðè îáùåì óñëîâèè n ≤ N).

Åñëè n = N, òî Pn(x, α∗) åñòü, î÷åâèäíî, èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì
ôóíêöèè f(x) ïî òàáëèöå (1), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

Pn(xi, α
∗) = yi, i = 0, n.

Â ýòîì ñëó÷àå ρn = 0, è çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ïåðåõîäèò â
îáûêíîâåííóþ çàäà÷ó èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) ïî òàáëèöå (1).

Ïðè n = N − 1 çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé
÷åáûøåâñêîé èíòåðïîëÿöèè. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 1. Â ñëó÷àå n = N − 1 ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëèíîì
Pn(x, α) áûë ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà h âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

yi − Pn(xi, α) = (−1)ih, i = 0, n + 1. (2)

Íà îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû çàäà÷à ÷åáûøåâñêîé èíòåðïîëÿöèè ýêâèâà-
ëåíòíà ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî íåèçâåñòíûõ h, a0, . . . , an
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h + a0 + a1x0 + . . . + anx
n
0 = y0,

−h + a0 + a1x1 + . . . + anx
n
1 = y1, (2′)

. . . . . . . . .

(−1)n+1h + a0 + a1xn+1 + . . . + anx
n
n+1 = yn+1.

Ïðè ýòîì ρn = |h|.
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà n < N − 1. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Â ñëó÷àå n < N − 1 ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëèíîì
Pn(x, α) ðåøàë çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû îí îñóùåñòâëÿë ÷åáûøåâñêóþ èíòåðïîëÿöèþ íà íåêîòîðîé ñî-
âîêóïíîñòè èç (n + 2) óçëîâ xi0 < xi1 < . . . < xin+1

èñõîäíîãî íàáîðà
(x0, x1, . . . , xN).

Èòàê, îáùàÿ çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè çàäà÷ ÷åáûøåâñêîé èíòåðïîëÿöèè äëÿ âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ
{xi0, . . . , xin+1

}.
Ïðåäñòàâèì íåïðåðûâíûé âàðèàíò çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè.

Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà [a, b]. Ïðîâåäåì å¼ àïïðîê-
ñèìàöèþ â êëàññå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Pn(x, α) ïî êðèòåðèþ

ϕn(α) = max
a≤x≤b

|f(x)− Pn(x, α)|.

Ïîëîæèì ρn = inf{α} ϕn(α).

Çàäà÷à íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) íà [a, b]
ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìíîãî÷ëåíà Pn(x, α∗), äëÿ êîòîðîãî ϕn(α

∗) = ρn.

Ïðè ýòîì Pn(x, α∗) � ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ
ôóíêöèè f(x) íà [a, b].

Ðåøåíèå çàäà÷è äàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
Òåîðåìà 3. (Ï.Ë. ×åáûøåâ) Ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî

ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà [a, b] ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñò-
âåííûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëèíîì Pn(x, α) áûë ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî
ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí îñóùåñò-
âëÿë ÷åáûøåâñêóþ èíòåðïîëÿöèþ íà íåêîòîðîì íàáîðå èç (n + 2) òî÷åê
x0, x1, . . . , xn+1 îòðåçêà [a, b].
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Òî÷êè x0, x1, . . . , xn+1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû, íàçûâàþò
òî÷êàìè ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà.

2. Íàèëó÷øåå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå
(ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ)

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f(x), x ∈ [a, b] âû÷èñëåíû å¼ çíà÷åíèÿ f(xi), i =
0, N â òî÷êàõ x0, . . . , xN îòðåçêà [a, b]. Â ðàìêàõ ýòîé èíôîðìàöèè ïîñòàâèì
çàäà÷ó àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f(x), x ∈ [a, b] â êëàññå àëãåáðàè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ Pn(x, α) ñòåïåíè íå âûøå n (n ≤ N) ïî êðèòåðèþ ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íîãî îòêëîíåíèÿ

ϕn(α) =
N∑

i=0
[f(xi)− Pn(xi, α)]2.

Çàäà÷à íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â îòûñêà-
íèè íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ α∗ = (a∗0, . . . , a

∗
n), êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ôóíê-

öèþ ϕn(α)
ϕn(α

∗) = min
{α}

ϕn(α).

Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí Pn(x, α∗) íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî òàáëèöå çíà÷åíèé. Òàêîé ñïîñîá àï-
ïðîêñèìàöèè íàçûâàþò ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n = N Pn(x, α∗) åñòü èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì äëÿ
ôóíêöèè f(x) ïî çàäàííîé òàáëèöå, ïðè÷åì ϕn(α

∗) = 0.

Òåîðåìà 4. Ïðè n < N ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî
ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîëèíîì Pn(x, α) ðåøàë çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ïðèáëè-
æåíèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

N∑

i=0
[f(xi)− Pn(xi, α)]xk

i = 0, k = 0, n. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3) îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ a0,
. . . , an èñêîìîãî ìíîãî÷ëåíà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèè ϕn(α) ñîîòíîøåíèÿ (3) èìåþò
ñìûñë óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè

1

2

∂ϕn(α)

∂ak
= 0, k = 0, n.
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Ñîõðàíÿÿ òåðìèíîëîãèþ, óêàæåì íàáîð ñîîòíîøåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ
íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè:

f(x), x ∈ [a, b]

� àïïðîêñèìèðóåìàÿ ôóíêöèÿ;

Pn(x, α) = a0 + a1x + . . . + anx
n

� àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãî÷ëåí;

ϕn(α) =
∫ b

a
[f(x)− Pn(x, α)]2dx

� êðèòåðèé àïïðîêñèìàöèè;

ϕn(α
∗) = min

{α}
ϕn(α)

� çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè;
∫ b

a
[f(x)− Pn(x, α)]xkdx = 0, k = 0, n

� íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà.
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Ãëàâà 2. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è
äèôôåðåíöèðîâàíèå

�1. Çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Çàäà÷à
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ∫ b

a f(x)dx

ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì f(xi), i = 1, n ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â íåêîòî-
ðûõ òî÷êàõ x1, . . . , xn èç [a, b].

Áóäåì ñòðîèòü ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó
∫ b

a
f(x)dx ≈

n∑

i=1
Aif(xi). (1)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé. Ïðè ýòîì:
ïðàâàÿ ÷àñòü (1) � êâàäðàòóðíàÿ ñóììà,
{Ai, xi, n} � ïàðàìåòðû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû,
Ai � êâàäðàòóðíûå (âåñîâûå) êîýôôèöèåíòû, xi � êâàäðàòóðíûå óçëû.
Åñëè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ a, b ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóðíûìè óçëàìè, òî

ïîëó÷àåì ôîðìóëó çàìêíóòîãî òèïà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì êâàäðà-
òóðíóþ ôîðìóëó îòêðûòîãî òèïà.

Âåëè÷èíà
In(f) =

∫ b

a
f(x)dx−

n∑

i=1
Aif(xi)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (1).
Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x) èìååì In(f) = 0, òî êâàäðàòóðíàÿ

ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòîé ôóíêöèè òî÷íîé.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (1) èìååò

àëãåáðàè÷åñêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè m, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïðè
f(x) = xk, k = 1,m è íå òî÷íà ïðè f(x) = xm+1 (In(x

k) = 0, k = 1,m,

In(x
m+1) 6= 0).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñòåïåíè òî÷íîñòè m

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå m,

ïðè÷åì ÷èñëî m � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Óêàæåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ ñòåïåíè òî÷íîñòè ôîðìóëû (1) ïðè ôèêñèðî-

âàííîì n.
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Ëåììà. Ñòåïåíü òî÷íîñòè ôîðìóëû (1) íå ìîæåò áûòü áîëüøå (2n−
1) ïðè ëþáîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ {Ai, xi}, i = 1, n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
(1). Ïóñòü f(x) = (x−x1)

2 . . . (x−xn)
2. Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n. Ïîñêîëü-

êó f(x) ≥ 0, x ∈ [a, b], òî ∫ b

a
f(x)dx > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∑n
i=1 Aif(xi) = 0, ò.å. ôîðìóëà (1) â ýòîì ñëó÷àå íå

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.
Îïèøåì îñíîâíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

1. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä

Çàôèêñèðóåì óçëû xi, i = 1, n è ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f(x) ñ ïîìîùüþ
èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà ïî çàäàííîé òàáëèöå {xi, f(xi)}

f(x) = Ln−1(x) + Rn−1(x), x ∈ [a, b].

Çäåñü
Ln−1(x) =

n∑

i=1
f(xi)Φi(x), Φi(x) =

n∏

j=1j 6=i

x− xj

xi − xj
.

(Ln−1(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, Φi(x) � áàçèñíûé ìíî-
ãî÷ëåí Ëàãðàíæà)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
∫ b

a
f(x)dx =

n∑

i=1
Aif(xi) + In(f), (2)

â êîòîðîé
Ai =

∫ b

a
Φi(x)dx, i = 1, n,

In(f) =
∫ b

a
Rn−1(x)dx.

Ýòó êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó íàçûâàþò èíòåðïîëÿöèîííîé.
Åñëè êâàäðàòóðíûå óçëû áåðóòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè: xi = x1+ih, i = 2, n,

òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòåñà.
Âûÿñíèì âîïðîñ î ñòåïåíè òî÷íîñòè ôîðìóëû (2). Ïóñòü f(x) � àëãåáðàè-

÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå (n−1). Òîãäà, ñîãëàñíî ñâîéñòâó èíòåð-
ïîëÿöèè Ln−1(x) ≡ f(x), ò.å. In(f) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðïîëÿöèîííàÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) èìååò ñòåïåíü òî÷íîñòè íå íèæå, ÷åì (n−1).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòóðíûå êîýôôèöèåíòû Ai ôîðìóëû (2) ÿâëÿ-
þòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ëèíåéíîé ñèñòåìû

n∑

i=1
Aix

k
i =

∫ b

a
xkdx, k = 0, n− 1,

êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç (2) ïðè f(x) = xk.

2. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ

Âîçüìåì çà îñíîâó ôîðìóëó (1) è áóäåì ñ÷èòàòü âñå êâàäðàòóðíûå êîýô-
ôèöèåíòû ðàâíûìè: A1 = A2 = . . . = An = A. Òîãäà

∫ b

a
f(x)dx ≈ A

n∑

i=1
f(xi). (3)

Ïàðàìåòðû A, xi i = 1, n âûáåðåì òàê, ÷òîáû ôîðìóëà (3) áûëà òî÷íîé äëÿ
âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n.

Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôóíêöèè f(x) = xk, k = 0, n.

Äëÿ f(x) = 1 èìååì b− a = An, ò.å. A = b−a
n .

Ïîëàãàÿ â (3) f(x) = xk, k = 1, n, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòóðíûõ óçëîâ xi, i = 1, n

b− a

n

n∑

i=1
xk

i =
bk+1 − ak+1

k + 1
, k = 1, n.

Ïîëó÷åííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû ×åáûøåâà. Â
÷àñòíîñòè ïðè n = 1 x1 = a+b

2 ⇒ ∫ b
a f(x)dx ≈ f(a+b

2 )(b− a).

Â çàêëþ÷åíèå, óêàæåì îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû âèäà (1). Îí ñîñòîèò â âûáîðå ïàðàìåòðîâ {Ai, xi}, i = 1, n (n �
ôèêñèðîâàíî) òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ôîðìóëå (1) ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ
ñòåïåíü òî÷íîñòè. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íîñèò íàçâà-
íèå ôîðìóëû Ãàóññà.

�2. Ïðîñòåéøèå è ñîñòàâíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ââåäåì íà [a, b] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ øàãîì h > 0, ò. å. ìíîæåñòâî òî÷åê
xi = a+ih, i = 0, n, hn = b−a. Âîçüìåì çà îñíîâó ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

∫ b

a
f(x)dx =

n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)dx.
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Äëÿ êàæäîãî ÷àñòè÷íîãî èíòåãðàëà Si áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòåéøèå ôîð-
ìóëû èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà. Ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè ôóíêöèÿ
f(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé.

1. Ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Ïóñòü xi = xi−1 + 1
2h � ñåðåäèíà [xi−1, xi]. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííóþ

ôîðìóëó âèäà ∫ xi

xi−1

f(x)dx ≈ f(xi)h. (1)

Ýòî ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ ÷àñòè÷íîãî îòðåçêà
[xi−1, xi] (ôîðìóëà ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, xi � ñåðåäèíà [xi−1, xi].) Îöå-
íèì ïîãðåøíîñòü ri ôîðìóëû (1). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ri =
∫ xi

xi−1

(f(x)− f(xi))dx.

Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà

f(x) = f(xi) + f
′
(xi)(x− xi) +

1

2
f
′′
(ξi)(x− xi)

2,

ξi = ξi(x) ∈ [xi−1, xi].

Òîãäà
ri = f

′
(xi)

∫ xi

xi−1

(x− xi)dx +
1

2

∫ xi

xi−1

f
′′
(ξi)(x− xi)

2dx.

Îáîçíà÷èì M2,i = maxxi−1≤x≤xi
|f ′′

(x)|. Ïîñêîëüêó ïåðâûé èíòåãðàë â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ, òî

|ri| ≤ 1

2
M2,i

∫ xi

xi−1

(x− xi)
2dx =

h3

24
M2,i.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðîñòåéøåé ôîðìóëû (1) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|ri| ≤ h3

24
M2,i. (2)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà (1) èìååò òðåòèé ïîðÿäîê òî÷íîñ-
òè (ïîãðåøíîñòü åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà h3 : ri ∼ O(h3) ).

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (2) íåóëó÷øàåìà, ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x), äëÿ
êîòîðîé â (2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ f(x) = (x − xi)

2

èìååì M2,i = 2, f(xi) = 0, ri = h3

12 = h3

24M2,i.
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Ñîñòàâíàÿ ôîðìóëà ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ñóììèðîâàíèÿ â (1) ïî i = 1, n

∫ b

a
f(x)dx ≈ h

n∑

i=1
f(xi).

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü R ýòîé ôîðìóëû. Ïîíÿòíî, ÷òî

R =
n∑

i=1
ri.

Îáîçíà÷èì M2 = maxx∈[a,b] |f ′′
(x)|. Òîãäà

|R| ≤ M2nh3

24
=

h2(b− a)

24
M2.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ñîñòàâíîé ôîðìóëû ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà h2 (ñîñòàâíàÿ ôîðìóëà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷-
íîñòè).

Çàìå÷àíèå. Óêàæåì äðóãèå âàðèàíòû ôîðìóë ïðÿìîóãîëüíèêîâ:
∫ xi

xi−1

f(x)dx ≈ f(xi−1)h,
∫ b

a
f(x)dx ≈ h

n∑

i=1
f(xi−1)

� ïðîñòåéøàÿ è ñîñòàâíàÿ ôîðìóëû ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ;
∫ xi

xi−1

f(x)dx ≈ f(xi)h,
∫ b

a
f(x)dx ≈ h

n∑

i=1
f(xi)

� ïðîñòåéøàÿ è ñîñòàâíàÿ ôîðìóëû ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîñòåéøèå (ñîñòàâíûå) ôîðìóëû ëåâûõ è ïðà-

âûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ èìåþò âòîðîé (ïåðâûé) ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

2. Ôîðìóëû òðàïåöèé

Ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé èìååò âèä
∫ xi

xi−1

f(x)dx ≈ f(xi−1 + f(xi)

2
h (3)

è ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ôóíêöèè f(x) å¼ èíòåðïîëÿöèîííûì
ìíîãî÷ëåíîì ïî çíà÷åíèÿì f(xi−1), f(xi) (ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ). Ýòîò
ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

L1,i(x) =
1

h
[(x− xi−1)f(xi)− (x− xi)f(xi−1)].
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Ïðè ýòîì
∫ xi

xi−1

L1,i(x)dx =
f(xi−1) + f(xi)

2
h.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ri ôîðìóëû (3) áóäåì èñïîëüçîâàòü èçâåñòíîå
âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ

f(x)− L1,i(x) =
(x− xi−1)(x− xi)

2
f
′′
(ξi(x)).

Îòñþäà

ri =
∫ xi

xi−1

(f(x)− L1,i(x))dx =
1

2

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)(x− xi)f
′′
(ξi(x))dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
∫ xi

xi−1

(x− xi−1)(xi − x)dx = −
∫ xi

xi−1

(x− xi−1)
2dx + h

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)dx =

= −h3

3
+

h3

2
=

h3

6
ïîëó÷àåì îöåíêó

|ri| ≤ h3

12
M2,i .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé èìååò òðåòèé ïîðÿäîê
òî÷íîñòè.

Îöåíêà íå óëó÷øàåìà. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè f(x) = (x− xi)
2.

Ñîñòàâíàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé èìååò âèä
∫ b

a
f(x)dx ≈ h

n∑

i=1

f(xi−1) + f(xi)

2
= h[

1

2
f(x0)+f(x1)+. . .+f(xn−1)+

1

2
f(xn)].

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè
|R| ≤ h2(b− a)

12
M2.

Ñîñòàâíàÿ ôîðìóëà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè

3. Ôîðìóëû ïàðàáîë (Ñèìïñîíà)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÷àñòè÷íîãî èíòåãðàëà ∫ xi
xi−1

f(x)dx çàìåíèì ôóíêöèþ
f(x) ïàðàáîëîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (xi−1, f(xi−1)), (xi, f(xi)),
(xi, f(xi)). Ýòî çíà÷èò, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

f(x) ≈ L2,i(x), x ∈ [xi−1, xi],
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ãäå L2,i(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà âòîðîé ñòåïåíè

L2,i(x) =
2

h2 [(x− xi)(x− xi)f(xi−1)−

−2(x− xi−1)(x− xi)f(xi) + (x− xi−1)(x− xi)f(xi)].

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ïðîñòåéøóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ïà-
ðàáîë Ñèìïñîíà)

∫ xi

xi−1

f(x)dx ≈ h

6
(f(xi−1) + 4f(xi) + f(xi)). (4)

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ äàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
âòîðîé ñòåïåíè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (4) ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî÷-
íîé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè (äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â (4) f(x) =
x3). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè

∫ xi

xi−1

x3dx =
1

4
(x4

i − x4
i−1) =

1

4
(xi − xi−1)(xi + xi−1)(x

2
i + x2

i−1) =

=
h

4
(x3

i + xix
2
i−1 + xi−1x

2
i + x3

i−1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó

4x3
i = 4

(xi + xi−1)
3

8
=

1

2
(x3

i + 3x2
i xi−1 + 3x2

i−1xi + x3
i−1),

òî
h

6
(x3

i−1 + 4x3
i + x3

i ) =
h

4
(x3

i + x2
i xi−1 + x2

i−1xi + x3
i−1) =

∫ xi

xi−1

x3dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ f(x) = x3 â (4) èìååò ìåñòî òî÷íîå ðàâåíñòâî.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (4), èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíî-

ãî÷ëåí Ýðìèòà H3(x) (ïîëèíîì 3 ñòåïåíè), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

H3(xi−1) = f(xi−1), H3(xi) = f(xi),

H
′
3(xi) = f

′
(xi), H3(xi) = f(xi).

Êàê èçâåñòíî, òàêîé ìíîãî÷ëåí ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ïðè
ýòîì ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ Ri(x) = f(x) − H3(x), x ∈ [xi−1, xi]
âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ri(x) =
f (4)(ξi)

24
(x− xi−1)(x− xi)

2(x− xi).
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Ïîñêîëüêó H3(x) � ïîëèíîì 3-é ñòåïåíè, òî ôîðìóëà (4) äëÿ íåãî ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîé ∫ xi

xi−1

H3(x)dx =
h

6
[H3(xi−1) + 4H3(xi) + H3(xi)].

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì
∫ xi

xi−1

H3(x)dx =
h

6
[f(xi−1) + 4f(xi) + f(xi)].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (4) èìååò âèä

ri =
∫ xi

xi−1

f(x)dx−
∫ xi

xi−1

H3(x)dx =
∫ xi

xi−1

Ri(x)dx.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

|ri| ≤ M4,i

24

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)(x− xi)
2(xi − x)dx,

ãäå M4,i = maxx∈[xi−1,xi] |f (4)(x)|.
Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (çàìåíà x − xi = y), ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîé

îöåíêå ïîãðåøíîñòè äëÿ ïðîñòåéøåé ôîðìóëû

|ri| ≤ h5

2880
M4,i.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà Ñèìïñîíà èìååò ïÿòûé ïîðÿäîê
òî÷íîñòè.

Ñîñòàâíàÿ ôîðìóëà Ñèìïñîíà èìååò âèä
∫ b

a
f(x)dx ≈ h

6

n∑

i=1
(f(xi−1) + 4f(xi) + f(xi)) =

=
h

6
[f(x0) + f(xn) + 2(f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn−1))+

+4(f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn))], xi =
xi−1 + xi

2
, i = 1, n.

Ïîãðåøíîñòü ñîñòàâíîé ôîðìóëû îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (÷åò-
âåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè)

|R| ≤ h4(b− a)

2880
M4, M4 = max

x∈[a,b]
|f (4)(x)|.

4. Ïðàâèëî Ðóíãå ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè
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Ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íîñÿò,
âîîáùå ãîâîðÿ, òåîðåòè÷åñêèé (àñèìïòîòè÷åñêèé) õàðàêòåð, èáî âû÷èñëåíèå
(èëè îöåíêà) âåëè÷èí M2,M4, êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæíî. Îïèøåì îäèí ñïî-
ñîá îöåíêè ïîãðåøíîñòè, ïðèãîäíûé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I(f) =
∫ b

a
f(x)dx

ñ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ ε.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü êàêóþ-ëèáî ñîñòàâíóþ
ôîðìóëó ïîðÿäêà òî÷íîñòè m ñ øàãîì h1

I(f) ≈ Sh1
(f),

ãäå Sh1
(f) � êâàäðàòóðíàÿ ñóììà.

Ïðè ýòîì îöåíêà ïîãðåøíîñòè èìååò âèä: |I(f)−Sh1
(f)| ≤ Chm

1 , ãäå C íå
çàâèñèò îò h1 è ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé. Äàííàÿ îöåíêà ïîçâîëÿåò
çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî I(f) − Sh1

(f) ≈ Chm
1 ñ òî÷íîñòüþ äî

÷ëåíîâ ïîðÿäêà o(hm
1 ) ñ êîíñòàíòîé C, íå çàâèñÿùåé îò h1.

Ïîâòîðèì ðàñ÷åò ïî äàííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå ñ øàãîì h2 = h1

2 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì I(f) − Sh2
(f) ≈ Chm

2 . Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâà
ïðåäñòàâëåíèÿ

I(f)− Sh1
(f) ≈ Chm

1 , I(f)− Sh2
(f) ≈ Chm

2 .

Îòñþäà
Sh2

(f)− Sh1
(f) ≈ Chm

1 − Chm
2 = C(2m − 1)hm

2 ,

ò.å.
Chm

2 ≈
Sh2

(f)− Sh1
(f)

2m − 1
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïðèáëèæåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîãðåøíîñ-
òè

I(f)− Sh2
(f) ≈ Sh2

(f)− Sh1
(f)

2m − 1
,

â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü èçâåñòíà, ïðè÷åì h2 = h1

2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè |I(f)− Sh2
(f)| ≤ ε

ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îáåñïå÷èòü íåðàâåíñòâî
|Sh2

(f)− Sh1
(f)|

2m − 1
≤ ε
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(åñëè íåðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî, òî äðîáëåíèå øàãà ñëåäóåò ïðîäîëæèòü:
h3 = h2

2 è ò.ä.).

�3. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà

Ðàññìîòðèì îáùóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
∫ b

a
f(x)dx ≈

n∑

i=1
Aif(xi). (1)

Ñ÷èòàÿ n ôèêñèðîâàííûì, âûáåðåì ïàðàìåòðû Ai, xi, i = 1, n òàê, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ôîðìóëå (1) ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè. Îòìå-
òèì, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ñòåïåíü òî÷íîñòè ôîðìóëû (1) íå
ìîæåò áûòü áîëüøå (2n− 1).

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (1) èìåëà ñòåïåíü
òî÷íîñòè (2n− 1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé

Ai =
∫ b

a
Φi(x)dx, i = 1, n, (2)

∫ b

a
ωn(x)p(x)dx = 0, (3)

ãäå
Φi(x) =

n∏

j=1j 6=i

x− xj

xi − xj
, ωn(x) =

n∏

i=1
(x− xi),

p(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå (n− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôîðìóëà (1) èìååò ñòåïåíü
òî÷íîñòè (2n− 1). Ïîñêîëüêó Φi(x) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n− 1), ïðè÷åì
Φi(xk) =





0, k 6= i

1, k = i
, òî

∫ b

a
Φi(x)dx =

n∑

k=1
AkΦi(xk) = Ai, i = 1, n.

Ïîëó÷èëè âûðàæåíèå (2) äëÿ êâàäðàòóðíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ïóñòü, äàëåå, p(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå (n − 1).

Ïîëîæèì f(x) = ωn(x)p(x). Ýòî ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé ñòåïåíü íå âûøå
(2n−1). Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (1) ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî òî÷íîé. Ïîñêîëüêó
f(xi) = 0, i = 1, n, òî ïðèõîäèì ê óñëîâèþ (3). Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (2), (3). Óñëîâèå (2)
îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà (1) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé, ò.å. èìååò ñòåïåíü
òî÷íîñòè íå ìåíüøå, ÷åì (n− 1).

Ïóñòü òåïåðü f(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå (2n− 1).
Ïðåäñòàâèì åãî â ôîðìå f(x) = ωn(x)p(x) + q(x), ãäå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ
p(x), q(x) íå âûøå (n − 1) (ðàçäåëèì f(x) íà ωn(x) ). Òàê êàê ωn(xi) = 0,
i = 1, n, òî f(xi) = q(xi). Ñëåäîâàòåëüíî,

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
ωn(x)p(x)dx +

∫ b

a
q(x)dx =

n∑

i=1
Aif(xi).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìíîãî÷ëåíà ωn(x) (ñòåïåíü n, ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò 1, êîðíè èç [a, b]), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (3).

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí Qn(x) ñòåïåíè n ñî
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

∫ b

a
Qn(x)p(x)dx = 0 (3′)

.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ìíîãî÷ëåí Qn(x) â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ

ïî ñòåïåíÿì x, ò.å. Qn(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an. Ïîëàãàÿ â (3′) p(x) = xk,

k = 0, n− 1, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
a1, . . . , an

∫ b

a
(xn + a1x

n−1 + . . . + an)x
kdx = 0, k = 0, n− 1.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ

ñèñòåìà ∫ b

a
(a1x

n−1 + · · ·+ an)x
kdx = 0, k = 0, n− 1 (4)

èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ñ ýòîé öåëüþ óìíîæèì ðàâåíñòâî (4) íà
an−k è ïðîñóììèðóåì ïî k = 0, n− 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∫ b

a
(a1x

n−1 + · · ·+ an)
2dx = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a1x
n−1 + · · ·+ an = 0, x ∈ [a, b], ò.å. ai = 0, i = 1, n.
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Òåîðåìà 3. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà Qn(x) äåéñòâèòåëüíû, ðàçëè÷íû è ëå-
æàò âíóòðè [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y1, . . . , ym � äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
Qn(x), êîòîðûå ëåæàò âíóòðè [a, b] è èìåþò íå÷åòíóþ êðàòíîñòü. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî m = n. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå,
ò.å. m < n. Ñîñòàâèì ìíîãî÷ëåí

q(x) = (x− y1) . . . (x− ym).

Åãî ñòåïåíü m < n, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ (3′)
∫ b

a
Qn(x)q(x)dx = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèå Qn(x)q(x) 6= 0 è ñîõðàíÿåò çíàê íà [a, b],
ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû Qn(x), q(x) èìåþò âíóòðè [a, b] îäèíàêîâûå òî÷êè
ïåðåìåíû çíàêà y1, . . . , ym. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∫ b

a
Qn(x)q(x)dx 6= 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí Qn(x) ñîâïàäàåò ñ ωn(x), ôèãóðèðóþùèì â

òåîðåìå 1.
Âûâîä: äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà âèäà (1) ñî

ñòåïåíüþ òî÷íîñòè (2n − 1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè (2), (3). Ýòà ôîðìóëà èìååò íàèâûñøóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòå-
ïåíü òî÷íîñòè è íîñèò íàçâàíèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3) ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòóðíûõ óçëîâ x1, . . . , xn :

∫ b

a
(x− x1) . . . (x− xn)x

kdx = 0, k = 0, n− 1.

Óêàæåì äîïîëíèòåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó êâàäðàòóðíûõ óçëîâ ôîðìóëû
Ãàóññà. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé îñóùåñòâèì îòîáðàæåíèå [a, b] ⇔
[−1, 1] è ðàññìîòðèì ôîðìóëó Ãàóññà íà [−1, 1].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

Ln(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, n = 1, 2, . . . , x ∈ [−1, 1].
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Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà Ln(x) ðàâåí a0 = (2n)!
2n(n!)2 . Êðîìå òîãî,

èìååò ìåñòî ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè
∫ 1

−1
Ln(x)p(x)dx = 0,

ãäå p(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå (n−1). Îòñþäà çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ωn(x) = 1

a0
Ln(x). Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòóðíûå óçëû ôîðìóëû

Ãàóññà äëÿ [−1, 1] ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà Ëåæàíäðà Ln(x).

Îòìåòèì ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè êâàäðàòóðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ôîð-
ìóëû (1).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êâàäðàòû Φ2
i (x) áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàã-

ðàíæà. Ýòî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè (2n − 2), è ôîðìóëà Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ äëÿ
íèõ òî÷íîé ∫ b

a
Φ2

i (x)dx =
n∑

k=1
AkΦ

2
i (xk) = Ai,

ò.å. Ai > 0, i = 1, n.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b]
äî ïîðÿäêà 2n âêëþ÷èòåëüíî. Ïóñòü H2n−1(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå
2n− 1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì êðàòíîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ

H2n−1(xi) = f(xi), H
′
2n−1(xi) = f

′
(xi), i = 1, n.

Èíûìè ñëîâàìè, H2n−1(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà äëÿ ôóíê-
öèè f(x) ïî ñèñòåìå óçëîâ x1, . . . , xn êðàòíîñòè 2. Êàê èçâåñòíî, òàêîé
ïîëèíîì ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, ïðè÷åì ïîãðåøíîñòü èíòåð-
ïîëèðîâàíèÿ èìååò âèä

f(x)−H2n−1(x) =
f (2n)(ξ)

(2n)!
ω2

n(x), ξ, x ∈ [a, b].

Ïðè ýòîì ∫ b

a
H2n−1(x)dx =

n∑

i=1
AiH2n−1(xi) =

n∑

i=1
Aif(xi),

ãäå Ai, xi � êîýôôèöèåíòû è óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà. Òàêèì
îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü In(f) ôîðìóëû Ãàóññà èìååò âèä

In(f) =
1

(2n)!

∫ b

a
f (2n)(ξ)ω2

n(x)dx.
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�4. ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè
äî (n+1) ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Âû÷èñëèì å¼ çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ x0, x1, . . . ,

xn èç [a, b]. Çàäà÷à ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ïðèáëèæåí-
íîì îòûñêàíèè ïðîèçâîäíûõ f (k)(x), k = 1, n â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ [a, b]
ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì f(xi), i = 0, n.

Îñíîâíîé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà
èíòåðïîëèðîâàíèÿ. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f(x) ïî òàáëèöå {xi, f(xi)} ñ ïî-
ìîùüþ íåêîòîðîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû

f(x) = Ln(x) + Rn(x), x ∈ [a, b].

Çäåñü Ln(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, Rn(x) � ïîãðåøíîñòü èíòåðïî-
ëèðîâàíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
ïîëó÷àåì

f (k)(x) = L(k)
n (x) + R(k)

n (x), k = 1, n.

Âåëè÷èíó L(k)
n (x) ïðèìåì çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå k-îé ïðîèçâîäíîé â

òî÷êå x : f (k)(x) ≈ L(k)
n (x). Ýòî ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â

îáùåì âèäå. Ïðè ýòîì R(k)
n (x) � ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè äàæå â óçëàõ èíòåðïîëèðîâàíèÿ xi, ò.å. R(k)

n (xi) 6= 0.

1. Ïðîñòåéøèå ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ââåäåì íà [a, b] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó xi = a+ ih, i = 0, n ñ øàãîì h = b−a
n .

Ïîëîæèì fi = f(xi) è ïîñòðîèì ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ f ′(xi), f ′′(xi) íà îñíîâå ëèíåéíîé è ïàðàáîëè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè
ôóíêöèè f(x) íà ÷àñòè÷íûõ îòðåçêàõ [xi−1, xi], [xi, xi+1], [xi−1, xi+1]. Ïðè
ýòîì ôóíêöèÿ f(x) ñ÷èòàåòñÿ íà [a, b] äîñòàòî÷íî ãëàäêîé.

Ïðîâåäåì ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ ôóíêöèè f(x) íà [xi−1, xi] ïî çíà÷åíè-
ÿì fi−1, fi. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîì Ëàãðàíæà èìååò âèä

L1,i(x) =
1

h
[fi(x− xi−1)− fi−1(x− xi)].
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Îòñþäà
f ′(xi) ≈ L′1,i =

fi − fi−1

h
, i = 1, n.

Ýòî ëåâàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â òî÷êå xi.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ([xi, xi+1], fi, fi+1) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïðà-
âîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé

f ′(xi) ≈ fi+1 − fi

h
, i = 0, n− 1.

Íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè äàííûõ àïïðîêñèìàöèé. Ðàññìîòðèì
ëåâóþ ïðîèçâîäíóþ. Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà

fi−fi−1 = f(xi)−f(xi−h) = f(xi)−f(xi)+hf ′(xi)−h2

2
f ′′(ξi), ξi ∈ [xi−1, xi].

Ñëåäîâàòåëüíî,
f ′(xi) =

fi − fi−1

h
+

h

2
f ′′(ξi)

(àïïðîêñèìàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî h).
Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê

àïïðîêñèìàöèè.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðàâîé ïðîèçâîäíîé

f ′(xi) =
fi+1 − fi

h
− h

2
f ′′(ξi), ξi ∈ [xi, xi+1].

Ðàññìîòðèì, äàëåå, îòðåçîê [xi−1, xi+1] è ïðîâåäåì ïàðàáîëè÷åñêóþ èíòåð-
ïîëÿöèþ ôóíêöèè f(x) ïî çíà÷åíèÿì fi−1, fi, fi+1. Ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåð-
ïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

L2,i(x) =
1

2h2 [fi−1(x− xi)(x− xi+1)− 2fi(x− xi)(x− xi+1)+

+fi+1(x− xi)(x− xi+1)].

Â ðåçóëüòàòå äëÿ i = 1, n− 1

f ′(xi) ≈ L′2,i(xi) =
fi+1 − fi−1

2h
� öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ,

f ′′(xi) ≈ L′′2,i =
fi−1 − 2fi + fi+1

h2 � âòîðàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ.
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Èçó÷èì âîïðîñ î ïîãðåøíîñòè äàííûõ ôîðìóë.
Ðàññìîòðèì öåíòðàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ. Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà

fi+1 − fi−1 = f(xi + h)− f(xi − h) = 2hf ′(xi) + f (3)(ξ
(1)
i )

h3

6
+ f (3)(ξ

(2)
i )

h3

6
,

ξ
(1)
i ∈ [xi, xi+1], ξ

(2)
i ∈ [xi−1, xi].

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè

f (3)(ξ
(1)
i ) + f (3)(ξ

(2)
i )

2
= f (3)(ξi), ξi ∈ [xi−1, xi+1].

Ñëåäîâàòåëüíî,
f ′(xi) =

fi+1 − fi−1

2h
− h2

6
f (3)(ξi),

ò.å. öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîê-
ñèìàöèè.

Ïîãðåøíîñòü âòîðîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

f ′′(xi) =
fi−1 − 2fi + fi+1

h2 − h2

12
f (4)(ξi) (âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè).
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2. Íåêîððåêòíîñòü îïåðàöèè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Êàê ïðàâèëî, çíà÷åíèÿ fi = f(xi), i = 0, n âû÷èñëÿþòñÿ íåòî÷íî, ñ
íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè
âû÷èñëåíèè ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàìíîãî ïðåâîñõîäèò ïîãðåøíîñòü
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ïîýòîìó îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòíûõ
îòíîøåíèé (îïåðàöèþ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ) íàçûâàþò íåêîð-
ðåêòíîé.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ëåâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîä-
íîé

f(xi−1; xi) =
fi − fi−1

h
.

Ïóñòü âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé fi, fi−1 âû÷èñëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷å-
íèÿ f̃i = fi + δi, f̃i−1 = fi−1 + δi−1. Òîãäà âìåñòî ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé
áóäåò âû÷èñëåíà âåëè÷èíà

f̃i − f̃i−1

h
= f(xi−1; xi) +

δi − δi−1

h
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàâíà δ(i) = δi−δi−1

h .

Ïóñòü |δi| ≤ δ, |δi−1| ≤ δ (èçâåñòíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííûõ
çíà÷åíèé). Òîãäà |δ(i)| ≤ 2δ

h . Åñëè δ íå çàâèñèò îò h, òî ïîãðåøíîñòü δ(i)
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè h → 0.

Âûõîä èç ýòîé ñèòóàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåëè÷èíû δ, h íóæíî âûáè-
ðàòü ñîãëàñîâàííî. Ê ïðèìåðó, åñëè h çàäàíî, òî íåîáõîäèìî çàäàòü δ =
Ch2. Ïðè ýòîì |δ(i)| ≤ 2Ch, ò.å. ïðè h → 0, |δ(i)| → 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çàôèêñèðîâàíà ïîãðåøíîñòü δ, òî øàã ñåòêè h
ñëåäóåò âûáðàòü ïî ïðàâèëó: h =

√
δ. Òîãäà |δ(i)| ≤ 2

√
δ, ò.å. ïðè δ → 0,

|δ(i)| → 0.
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3. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

Ãëàâà 1. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

�1. Ââåäåíèå

1. Çàäà÷à Êîøè. ×èñëåííûé ïîäõîä

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à Êîøè çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ðåøåíèÿ y(x),
x0 ≤ x ≤ x0 +a îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y),
óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(x0) = y0. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, êàê ìèíèìóì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòî-
ðîì ïðÿìîóãîëüíèêå

D = {x, y : x0 ≤ x ≤ x0 + a, |y − y0| ≤ b}
è óäîâëåòâîðÿåò â D óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé y :

|f(x, y + ∆y)− f(x, y)| ≤ L|∆y|, (x, y) ∈ D, (x, y + ∆y) ∈ D.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ, íà îñíîâàíèè èçâåñòíîé òåîðåìû, ðåøåíèå y(x) çàäà÷à
Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïî êðàéíåé ìåðå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
(x0, x0+d) òî÷êè x0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå ìîæíî îäíîçíà÷-
íî ïðîäîëæèòü íà âåñü [x0, x0 + a].

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî íà
[x0, x0+a] ââîäèòñÿ ñåòêà {x1, . . . , xn} óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ òèïè÷íî-
ãî ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè èìååì xi = x0+ih, i = 1, n, ïðè ýòîì âåëè÷èíà
h = xi+1−xi � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî îòûñêèâàþòñÿ
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ yi òî÷íîãî ðåøåíèÿ y(x) â óçëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ:
yi ≈ y(xi), i = 1, n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òàáëèöà {xi, yi} (ñåòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ) ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé èñêîìîãî ðåøåíèÿ y(x) â óçëàõ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ (ôóíêöèÿ y(x) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷åê).

Âåëè÷èíà ri = y(xi) − yi, i = 1, n õàðàêòåðèçóåò ïîãðåøíîñòü ìåòîäà
â óçëå xi. Ïîíÿòíî, ÷òî r0 = 0. Ïîãðåøíîñòü ri îöåíèâàþò â çàâèñèìîñòè
îò øàãà h. Ýòà îöåíêà îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (ïîðÿäîê
òî÷íîñòè). Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ îöåíêè ïîãðåø-
íîñòè:
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1) ri = 0, |ri+1| ≤ Cih
s � ëîêàëüíàÿ (øàãîâàÿ) îöåíêà ïîãðåøíîñòè, s �

ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè íà øàãå;
2) R = max1≤i≤n |ri|, R ≤ Chq � ãëîáàëüíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè, q �

ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìåòîäà.

2. Ïðîñòåéøèå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
y′ = f(x, y), y(x0) = y0, x0 ≤ x ≤ x0 + a. (1)

Ââåäåì ñåòêó óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ xi = x0 + ih, i = 1, n ñ øàãîì h > 0.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y′(x) = f(x, y(x)) âäîëü ðåøåíèÿ y(x) íà ÷àñòè÷íîì
îòðåçêå [xi, xi+1]. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x ∈ [xi, xi+1] ïîëó÷àåì

y(xi+1) = y(xi) +
∫ xi+1

xi

f(x, y(x))dx, i = 0, n− 1. (2)

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë ïî ôîðìóëå ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
∫ xi+1

xi

f(x, y(x))dx = hf(xi, y(xi)) + O(h2).

Îòáðàñûâàÿ îñòàòîê è ïåðåõîäÿ ê ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì yi, èç (2) ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùóþ ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó

yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = 0, n− 1. (3)

Ïðîöåäóðà (3) íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà Ýéëåðà.
Ðàññìîòðèì äðóãèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäà. Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïîëó÷àåì
y(xi+1) = y(xi + h) = y(xi) + y′(xi)h + O(h2) =

= y(xi) + hf(xi, y(xi)) + O(h2).

Îòáðàñûâàÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, ïðèõîäèì ê ïðîöåäóðå Ýéëåðà
(3).

Óêàæåì åù¼ îäèí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû (3). Çàïèøåì óðàâíåíèå
(1) â óçëå xi

y′(xi) = f(xi, y(xi)).

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ïðàâàÿ ðàçíîñò-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ)

y′(xi) =
y(xi+1)− y(xi)

h
+ O(h).
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Ýòî ñðàçó ïðèâîäèò ê ìåòîäó Ýéëåðà.
Ïîëó÷èì äðóãîé âàðèàíò ìåòîäà. Ïðèìåíÿÿ äëÿ èíòåãðàëà èç (2) ôîðìó-

ëó ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîëó÷àåì íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà:

yi+1 = yi + hf(xi+1, yi+1), i = 0, n− 1

(äëÿ íàõîæäåíèÿ yi+1 íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå, yi+1 çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé íåÿâíî).

Ôîðìóëà (3) îïðåäåëÿåò ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà.
Ïîñòðîèì íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ýéëåðà. Âîçüìåì çà îñíîâó

âûðàæåíèå (2) è ïðåäñòàâèì èíòåãðàë ïî ôîðìóëå òðàïåöèé
∫ xi+1

xi

f(x, y(x))dx =
h

2
[f(xi, y(xi)) + f(xi+1, y(xi+1))] + O(h3).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó íåÿâíîãî òèïà (ìåòîä òðàïåöèé)

yi+1 = yi +
h

2
[f(xi, yi) + f(xi+1, yi+1)], i = 0, n− 1.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû çíà÷åíèå yi+1 â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü ïî ÿâíîé ôîðìóëå Ýéëåðà. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ðàñ÷åòíîé ñõåìå
(ìåòîä Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì, ìåòîä Õüþíà)

ỹi = yi + hf(xi, yi),

(4)

yi+1 = yi +
h

2
[f(xi, yi) + f(xi+1, ỹi)], i = 0, n− 1.

Ïîñòðîèì âòîðóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà Ýéëåðà. Ñ ýòîé öåëüþ èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè (2) çàìåíèì ïî ôîðìóëå ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

∫ xi+1

xi

f(x, y(x))dx ≈ hf(xi +
h

2
, y(xi +

h

2
)).

Ïóñòü xi = xi+
h
2 . Çíà÷åíèå y(xi) ïðèáëèæåííî âû÷èñëèì ïî ÿâíîìó ìåòîäó

Ýéëåðà
y(xi) ≈ yi = yi +

h

2
f(xi, yi).

Â ðåçóëüòàòå, âòîðàÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà èìååò âèä (ìåòîä ñðåäíåé
òî÷êè)

yi = yi +
h

2
f(xi, yi), yi+1 = yi + hf(xi, yi). (5)
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Ïîëó÷èì åùå îäíó ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà Ýéëåðà. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíå-
íèå y′(x) = f(x, y(x)) ïî x ∈ [xi−1, xi+1]. Òîãäà

y(xi+1) = y(xi−1) +
∫ xi+1

xi−1

f(x, y(x))dx.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïðèìåíèì ôîðìóëó ñðåäíèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ

∫ xi+h

xi−h
f(x, y(x))dx ≈ 2hf(xi, y(xi)).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó (óòî÷íåííûé ìåòîä Ýéëåðà)

yi+1 = yi−1 + 2hf(xi, yi), i = 1, n− 1. (6)

Ýòîò æå ìåòîä ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íà îñíîâå ðàâåíñòâà y′(xi) = f(xi, y(xi))
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (öåíòðàëüíàÿ ðàç-
íîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ)

y′(xi) ≈ y(xi+1)− y(xi−1)

2h
.

Ôîðìóëà (6) îïðåäåëÿåò ÿâíûé äâóøàãîâûé ìåòîä: äëÿ ïîäñ÷åòà yi+1 íåîá-
õîäèìî çíàòü äâà ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèÿ yi−1, yi.

�2. Ìåòîäû Ðóíãå - Êóòòà

Îáùàÿ ñõåìà äàííîãî êëàññà ìåòîäîâ èìååò âèä

yi+1 = yi + h
m∑

j=1
pjkj, i = 0, n− 1, (7)

k1 = f(xi, yi),

k2 = f(xi + α2h, yi + β21hk1),

· · ·
km = f(xi + αmh, yi + βm1hk1 + . . . + βm,m−1hkm−1).

Çäåñü p1, . . . , pm, α2, . . . αm, βeq, 0 < q < l ≤ m � ïàðàìåòðû ìåòîäà,
ïîäëåæàùèå âûáîðó. Ôîðìóëà (7) îïðåäåëÿåò m � ýòàïíûé ìåòîä Ðóíãå-
Êóòòà.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óçëå xi ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ðàâíà íóëþ: y(xi) = yi.

Èññëåäóåì ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü â óçëå xi+1

r(h) = y(xi+1)− yi+1 = y(xi + h)− yi − h
m∑

j=1
pjkj.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ïî ñâîèì àðãóìåíòàì, òàê ÷òî äîïóñòèìî ñëåäóþùåå ðàçëîæå-
íèå ïîãðåøíîñòè ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

r(h) =
s∑

k=0

r(k)(0)

k!
hk +

r(s+1)(θh)

(s + 1)!
hs+1, 0 < θ < 1.

Ïóñòü ïàðàìåòðû ìåòîäà (7) âûáðàíû òàê, ÷òîáû r(0) = r′(0) = . . . =
r(s)(0) = 0. Òîãäà r(h) ∼ O(hs+1), è ÷èñëî s íàçûâàþò ïîðÿäêîì òî÷íîñòè
ìåòîäà.

Îñíîâíàÿ öåëü âûáîðà ïàðàìåòðîâ äëÿ çàäàííîãî m ñîñòîèò â ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîì ïîâûøåíèè ïîðÿäêà ïîãðåøíîñòè ïðè ñîõðàíåíèè îòíî-
ñèòåëüíîé ïðîñòîòû ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë.

Âûäåëèì èç (7) íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ôîðìóëû òèïà Ðóíãå-Êóòòà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñïåöèàëüíûì âûáîðàì ïàðàìåòðîâ.

1) Ïóñòü m = 1 (îäíîýòàïíûé ìåòîä).
Â ýòîì ñëó÷àå

r(h) = y(xi + h)− yi − hp1f(xi, yi).

Îòñþäà
r(0) = y(xi)− yi = 0,

r′(0) = y′(xi)− p1f(xi, yi) = (1− p1)f(xi, yi),

r′′(h) = y′′(xi + h).

Ïîëàãàÿ p1 = 1, ïîëó÷àåì r′(0) = 0. Ýòîìó çíà÷åíèþ p1 ñîîòâåòñòâóåò ìåòîä
Ýéëåðà

yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = 0, 1, . . .

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà íà øàãå (ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü) èìååò âèä

r(h) =
1

2
y′′(xi + θh)h2 ∼ O(h2).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ìåòîäîâ Ðóí-
ãå- Êóòòà è èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè
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2) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 2 (äâóõýòàïíûå ìåòîäû).
Òîãäà

r(h) = y(xi + h)− yi − h(p1f(xi, yi) + p2f(xi, yi)),

xi = xi + α2h, yi = yi + β21hf(xi, yi).

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì îáîçíà÷àòü

f = f(xi, yi), f = f(xi, yi),

fx =
∂f

∂x
(xi, yi), f y =

∂f

∂y
(xi, yi).

Îòìåòèì, ÷òî ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè
d

dh
f = fxα2 + f yfβ21.

Ïîíÿòíî, ÷òî r(0) = 0. Ïîäñ÷èòàåì ïðîèçâîäíûå

r′(h) = y′(xi + h)− p1f − p2f − hp2[fxα2 + f yfβ21],

r′′(h) = y′′(xi + h)− 2p2[fxα2 + f yfβ21]− p2h
d2

dh2f.

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1)

y′(x) = f(x, y(x)), y′′(x) = fx(x, y(x)) + fy(x, y(x))f(x, y(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî
r′(0) = (1− p1 − p2)f,

r′′(0) = (1− 2p2α2)fx + (1− 2p2β21)fyf.

×òîáû âûïîëíèòü ðàâåíñòâà r′(0) = r′′(0) = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f,

ïîëîæèì
1− p1 − p2 = 0, 1− 2p2α2 = 0, 1− 2p2β21 = 0.

Ïîëó÷èëè òðè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîèçâîëüíî
çàäàâàÿ îäèí èç íèõ, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäîâ Ðóíãå-
Êóòòà ñ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ r(h) = O(h3) (ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè).

Ïîëîæèì, íàïðèìåð, p1 = 1
2 . Òîãäà p2 = 1

2 , α2 = 1, β21 = 1. Ôîðìóëà (7)
ïðèíèìàåò âèä

yi+1 = yi +
h

2
[f(xi, yi) + f(xi + h, yi + hf(xi, yi))], i = 0, 1, . . .
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Ýòî ìåòîä Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì (ôîðìóëà (4)).
Ïóñòü òåïåðü p1 = 0. Òîãäà p2 = 1, α2 = 1

2 , β21 = 1
2 . Èç (7) ïîëó÷àåì

ïðîöåäóðó

yi+1 = yi + hf(xi +
h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)), i = 0, 1, . . .

Ïîëó÷èëè âòîðóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà Ýéëåðà (ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè(5)).
Òàêèì îáðàçîì, ìîäèôèöèðîâàííûå ñõåìû (4), (5) ÿâëÿþòñÿ ìåòîäàìè

Ðóíãå- Êóòòà ñ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà h3 (âòîðîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè).

Îòìåòèì, ÷òî óâåëè÷èòü ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè â ñëó÷àå m = 2 íåâîç-
ìîæíî.

3) Ïóñòü m = 4 (÷åòûðåõýòàïíûé ìåòîä).
Â ýòîì ñëó÷àå çà ñ÷åò âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìîæíî îáåñïå÷èòü ëîêàëüíóþ

ïîãðåøíîñòü r(h) ∼ O(h5) (÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè).
Ïðèâåäåì íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíóþ ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà òî÷íîñòè

yi+1 = yi +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

k1 = f(xi, yi),

k2 = f(xi +
h

2
, yi +

h

2
k1),

k3 = f(xi +
h

2
, yi +

h

2
k2),

k4 = f(xi + h, yi + hk3).

Çàìå÷àíèå. Â ïðèíöèïå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé
ñòðóêòóðîé

yi+1 = yi + hϕ(xi, yi, h), i = 0, 1, . . .

Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò êëàññ ÿâíûõ îäíîøàãîâûõ ìåòîäîâ.
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�3. Ìåòîä Ýéëåðà. Àíàëèç ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (1)

íà îòðåçêå [x0, x0 + a]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â
îáëàñòè

D = {(x, y) : x0 ≤ x ≤ x0 + a, |y − y0| ≤ b}
âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè fx, fy. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè f(x, y) ïî ïåðåìåííîé y

|f(x, y + ∆y)− f(x, y)| ≤ L|∆y| (L = max
x,y∈D

|fy(x, y)|),

2) ðåøåíèå y(x), x ∈ [x0, x0 + a] èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîä-
íóþ

y′′(x) = fx(x, y(x)) + fy(x, y(x))f(x, y(x))

[ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òîæäåñòâà y′(x) = f(x, y(x))].
Îáîçíà÷èì M2 = maxx∈[x0,x0+a] |y′′(x)|.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ââåäåì ñåòêó óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

xi = x0 + ih, i = 1, n, nh = a è áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà
yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = 0, n− 1. (2)

Âåëè÷èíà ri = y(xi) − yi õàðàêòåðèçóåò ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà
â óçëå xi, i = 0, n. Ïîíÿòíî, ÷òî r0 = 0. Åñëè ri = 0, òî ri+1 = O(h2)
(ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü èìååò ïîðÿäîê h2).

Ââåäåì ãëîáàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà íà ñåòêå R = max1≤i≤n |ri| è
íàéäåì îöåíêó R ÷åðåç h (âûÿñíèì ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìåòîäà Ýéëåðà).

Ðàññìîòðèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà (2) â óçëå xi+1

ri+1 = y(xi + h)− yi+1 = y(xi) + hy′(xi) +
h2

2
y′′(xi + ξh)− yi − hf(xi, yi) =

= ri + h[f(xi, y(xi))− f(xi, yi)] +
h2

2
y′′(xi + ξh), ξ ∈ [0, 1].

Ïåðåõîäÿ ê îöåíêå ïî ìîäóëþ ñ ó÷åòîì óñëîâèé 1), 2), ïîëó÷àåì

|ri+1| ≤ |ri|+ hL|ri|+ h2

2
M2 = (1 + hL)|ri|+ 1

2
h2M2, i = 0, n− 1.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: q = 1 + hL, δ = 1
2h

2M2. Òîãäà

|ri+1| ≤ q|ri|+ δ, i = 0, n− 1, r0 = 0.

Îòñþäà
|ri+1| ≤ q2|ri−1|+ qδ + δ ≤

≤ q3|ri−2|+ q2δ + qδ + δ ≤ . . . ≤
≤ qi+1|r0|+ qiδ + qi−1δ + . . . + qδ + δ =

= (1 + q + . . . + qi)δ ≤ (1 + q + . . . + qn−1)δ ≤ nqnδ (qi ≤ qn, i = 0, n− 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî îöåíêà

R = max
1≤i≤n

|ri| ≤ nqnδ.

Ïîñêîëüêó n = a
h , òî â èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

R ≤ a

h
(1 + hL)nh2

2
M2 =

a

2
M2(1 + hL)nh.

Äàëåå èñïîëüçóåì èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî 1+x ≤ ex, x > 0. Â íàøåì ñëó÷àå

1 + hL ≤ ehL ⇒ (1 + hL)n ≤ ehLn = eaL.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èòîãîâóþ îöåíêó ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
Ýéëåðà

R ≤ Kh, K =
1

2
aM2e

aL.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìåòîä Ýéëåðà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

�4. Ìåòîäû Àäàìñà

Çàäà÷à:
y′ = f(x, y), y(x0) = y0. (1)

Òî÷íîå ðåøåíèå: y(x), x ∈ [x0, x0 + a].

Ñåòêà óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ: xi = x0 + ih, i = 1, n, hn = a.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå: yi ≈ y(xi), i = 1, n.

Îáîçíà÷åíèå: fi = f(xi, yi), i = 1, n.
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Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäîâ Àäàìñà èìååò âèä

yi = yi−1 + h
m∑

j=0
bjfi−j, i = m,n, (2)

ãäå b0, . . . , bm - ïàðàìåòðû ìåòîäà.
Ôîðìóëà (2) îïðåäåëÿåò m- øàãîâûé ìåòîä Àäàìñà, m = 1, 2, . . . .

Ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå (2) íà÷èíàåòñÿ ñ i = m

ym = ym−1 + h(b0fm + b1fm−1 + . . . + bmf0).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîäñ÷åòà ym íåîáõîäèìî èìåòü m íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
y0, y1, . . . , ym−1. Çíà÷åíèå y0 çàäàíî èç (1). Âåëè÷èíû y1, . . . , ym−1 íåîáõîäè-
ìî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ äðóãîãî ìåòîäà (íàïðèìåð, ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà).

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå ñ÷åòà ïî ôîðìóëå (2) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f(x, y) òîëüêî â óçëàõ (xi, yi), i = 0, 1, . . . Ïðè ýòîì äëÿ ïîäñ÷åòà
î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ yi èñïîëüçóþòñÿ m ïðåäûäóùèõ çíà÷å-
íèé yi−1, yi−2, . . . , yi−m.

Åñëè b0 = 0, òî ôîðìóëà (2) îïðåäåëÿåò ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà (èñêîìîå
çíà÷åíèå yi ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç m ïðåäûäóùèõ).

Â ñëó÷àå b0 6= 0 ìåòîä Àäàìñà (2) íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì (äëÿ íàõîæäåíèÿ
yi íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèå).

Ïðîöåäóðû âèäà (2) îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ðàçíîñòíûõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòî-
äîâ. Ôîðìóëà (2) çàäàåò ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé yi,
i = m,n (ðàçíîñòíóþ ñõåìó).

Âåëè÷èíà

∆i(h) =
1

h
[y(xi)− y(xi−1)− h

m∑

j=0
bjf(xi−j, y(xi−j))]

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(1) ðàçíîñòíîé ñõåìîé (2) èëè íåâÿçêîé ìåòîäà (2) â óçëå xi, i = m,m+1, . . . .

Íåâÿçêà ∆i(h) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ
y(x) â ôîðìóëó (2).

Âåëè÷èíà ∆(h) = maxi=m,n |∆i(h)| õàðàêòåðèçóåò ãëîáàëüíóþ ïîãðåø-
íîñòü àïïðîêñèìàöèè èëè ãëîáàëüíóþ íåâÿçêó ìåòîäà (2).

Åñëè ∆(h) = O(hs), òî ÷èñëî s íàçûâàþò ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè
ìåòîäà (2).
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Îòìåòèì, êàê èçâåñòíûé ôàêò [2, ñ. 223], ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè
ìåòîäà ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì åãî òî÷íîñòè:

∆(h) ∼ O(hs) ⇔ R ∼ O(hs), R = max
m≤i≤n

|ri|.
Âûäåëèì îñíîâíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ Àäàìñà äëÿ çàäàííîãî
m :

à) ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ - ïàðàìåòðû b0, . . . , bm íàõî-
äÿòñÿ ñ öåëüþ îáåñïå÷èòü ìåòîäó (2) îïðåäåëåííûé (ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íûé) ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè;

b) èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä - ôóíêöèÿ f(x, y(x)) çàìåíÿåòñÿ èíòåðïî-
ëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Lm(x) ïî òàáëèöå (xk, fk), k = i, i − 1, . . . , i −m.

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
yi = yi−1 +

∫ xi

xi−1

Lm(x)dx, i = m,m + 1 . . . ,

ãäå Lm(x) =
∑m

j=0 Φj(x)fi−j.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëè-
íîì Lm−1(x) ïî òàáëèöå (xk, fk), k = i− 1, i− 2, . . . , i−m.

Ïîñòðîèì êîíêðåòíûå âàðèàíòû ìåòîäîâ Àäàìñà.
1) m = 1 (îäíîøàãîâûå ìåòîäû).
Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà: yi = yi−1 + h(b0fi + b1fi−1), i = 1, 2, . . .

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðåäñòàâèì â âèäå

∆i(h) =
1

h
[y(xi)− y(xi − h)− h(b0y

′(xi) + b1y
′(xi − h))].

Äàëåå èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèÿ

y(xi − h) = y(xi)− hy′(xi) +
h2

2
y′′(xi)− h3

6
y(3)(xi − θh),

y′(xi − h) = y′(xi)− hy′′(xi) +
h2

2
y(3)(xi − θh).

Â ðåçóëüòàòå

h∆i(h) = h(1− b0 − b1)y
′(xi) + h2(−1

2
+ b1)y

′′(xi) + Oi(h
3). (3)

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû

1− b0 − b1 = 0, −1

2
+ b1 = 0 ⇒ b1 =

1

2
, b0 =

1

2
.
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Òîãäà ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ∆i(h) = Oi(h
2) ⇒∆(h) ∼ O(h2) (âòîðîé

ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íåÿâíûé îäíîøàãîâûé ìåòîä Àäàìñà âòîðîãî

ïîðÿäêà
yi = yi−1 +

h

2
(fi + fi−1), i = 1, 2, . . .

Îí ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì òðàïåöèé.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÿâíîãî ìåòîäà ïîëîæèì â (3) b0 = 0. Òîãäà b1 = 1

(îáðàùàåì â íóëü êîýôôèöèåíò ïðè h). Ïðè ýòîì ∆i(h) = Oi(h) ⇒
∆(h) ∼ O(h) (ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ÿâíûé îäíîøàãîâûé ìåòîä Àäàìñà ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà

yi = yi−1 + hfi−1, i = 1, 2, . . . .

Îí ñîâïàäàåò ñ ÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà.
Ìåòîä ïðîãíîçà è êîððåêöèè ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ÿâíîãî è íåÿâíîãî

ìåòîäîâ Àäàìñà:
ỹi = yi−1 + hfi−1 � ïðîãíîç èñêîìîãî çíà÷åíèÿ yi,
yi = yi−1 + h

2(f(xi, ỹi) + fi−1) � êîððåêöèÿ çíà÷åíèÿ ỹi.

Ïîëó÷èëè ìåòîä Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì.
2) m = 2 (äâóøàãîâûå ìåòîäû).
Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà:

yi = yi−1 + h(b0fi + b1fi−1 + b2fi−2), i = 2, 3, . . .

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðåäñòàâèì â âèäå

∆i(h) =
1

h
[y(xi)− y(xi − h)− h(b0y

′(xi) + b1y
′(xi − h) + b2y

′(xi − 2h))].

Òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ:

y(xi − h) = y(xi)− hy′(xi) +
h2

2
y′′(xi)− h3

6
y(3)(xi) +

h4

12
y(4)(xi − θ1h),

y′(xi − h) = y′(xi)− hy′′(xi) +
h2

2
y(3)(xi)− h3

6
y(4)(xi − θ2h),

y′(xi − 2h) = y′(xi)− 2hy′′(xi) +
(2h)2

2
y(3)(xi)− (2h)3

6
y(4)(xi − θ3h).

141



Â ðåçóëüòàòå

h∆i(h) = h(1− b0 − b1 − b2)y
′(xi) + h2(−1

2
+ b1 + 2b2)y

′′(xi)+

+h3(
1

6
− 1

2
b1 − 2b2)y

(3)(xi) + Oi(h
4).

Óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû

1− b0 − b1 − b2 = 0, −1

2
+ b1 + 2b2 = 0,

1

6
− 1

2
b1 − 2b2 = 0 ⇒

b0 =
5

12
, b1 =

8

12
, b2 = − 1

12
.

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ∆i(h) = Oi(h
3) ⇒ ∆(h) ∼ O(h3).

Íåÿâíûé äâóøàãîâûé ìåòîä Àäàìñà òðåòüåãî ïîðÿäêà

yi = yi−1 +
h

12
(5fi + 8fi−1 − fi−2), i = 2, 3, . . .

ßâíûé äâóøàãîâûé ìåòîä Àäàìñà

b0 = 0, b1 + b2 = 1, b1 + 2b2 =
1

2
⇒ b1 =

3

2
, b2 = −1

2
,

yi = yi−1 +
h

2
(3fi−1 − fi−2), i = 2, 3, . . .

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè: ∆i(h) ∼ Oi(h
2) (âòîðîé ïîðÿäîê).
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�5. Ëèíåéíàÿ ìíîãîòî÷å÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü íà [a, b] çàäàíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

y′ = A(x)y + f(x). (1)

Çäåñü y = y(x) � n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ (èñêîìîå ðåøåíèå), A(x) � (n×
n) ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, f(x) � (n × 1) âåêòîð-
ôóíêöèÿ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ A(x) è âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà [a, b].

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1) (y(x0) = y0, îäíîòî÷å÷íàÿ
çàäà÷à) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x), êîòîðîå îïðåäåëåíî íà [a, b].

Ñôîðìóëèðóåì ëèíåéíóþ ìíîãîòî÷å÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (1).
Ïóñòü íà [a, b] çàäàí íàáîð òî÷åê a ≤ x1 < x2 < . . . < xm ≤ b, m ≤ n.

Ïðèñîåäèíèì ê ñèñòåìå (1) óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

Bsy(xs) = β(s), s = 1,m. (2)

Çäåñü Bs - çàäàííûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ (ks × n), β(s) - èçâåñòíûå âåêòîðû
ðàçìåðîâ (ks × 1).

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îáùåå ÷èñëî óñëîâèé (2) áûëî ðàâíî ðàçìåðíîñòè ñèñ-
òåìû (1):

m∑

s=1
ks = n. (3)

Ïîëó÷èëè ëèíåéíóþ ìíîãîòî÷å÷íóþ (m-òî÷å÷íóþ) çàäà÷ó (1)-(3): íàéòè
ðåøåíèå y(x) ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2). Îòìåòèì, ÷òî
óñëîâèÿ (2) ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

〈B(i)
s , y(xs)〉 = β

(s)
i , i = 1, ks, s = 1,m. (2′)

Çäåñü B(i)
s - i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû Bs, β

(s)
i � i-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà β(s).

Âûäåëèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (1)-(3): m = 2, x1 = a, x2 = b. Â ýòîì
ñëó÷àå (1)-(3) � äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.
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2. Ìåòîä ïðîãîíêè (ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåíîñà óñëîâèé)

Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ [a, b] çàäàíî îäíî ëèíåéíîå óñëîâèå

〈c0, y(x0)〉 = α0, c0 ∈ Rn, α0 ∈ R (4)

îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óñëîâèå (4) ïåðåíåñåíî èç òî÷êè x0 â òî÷êó z ∈ [a, b]

âäîëü ðåøåíèÿ y(x) ñèñòåìû (1), åñëè ìîæíî îïðåäåëèòü n-ìåðíóþ âåêòîð-
ôóíêöèþ c(x) è ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ α(x), x ∈ [a, b] òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

c(x0) = c0, α(x0) = α0, 〈c(z), y(z)〉 = α(z)

Çàäà÷à ïåðåíîñà (ïðîãîíêè) óñëîâèÿ ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
Ëåììà. Ïóñòü c(x), α(x), x ∈ [a, b] � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè





c′ = −AT (x)c, c(x0) = c0,

α′ = 〈c, f(x)〉, α(x0) = α0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ [a, b] 〈c(z), y(z)〉 = α(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå ëåììû

〈c(z), y(z)〉 = 〈c(x0), y(x0)〉+
∫ z

x0

〈c(x), y(x)〉′dx =

= α(x0) +
∫ z

x0

[−〈AT (x)c(x), y(x)〉+ 〈c(x), A(x)y(x)〉+

+〈c(x), f(x)〉]dx = α(x0) +
∫ z

x0

α′(x)dx = α(z).

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà c′ = −AT (x)c íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé äëÿ èñõîä-
íîé ñèñòåìû (1).

Ìåòîä ïðîãîíêè äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîòî÷å÷íîé çàäà÷è (1)-(3) çàêëþ÷àåòñÿ
â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïåðåíîñå óñëîâèé (2′) â îäíó òî÷êó, íàïðèìåð, x1. Ñ ýòîé
öåëüþ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ëåììû ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ åäèíîé
ñèñòåìû

c′ = −AT (x)c, α′ = 〈c, f(x)〉
ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

c(xs) = B(i)
s , α(xs) = β

(s)
i , i = 1, ks, s = 2,m.

144



Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîëíûé íàáîð óñëîâèé â òî÷êå x1

〈cj(x1), y(x1)〉 = αj(x1), j = 1, n. (5)

Ýòî ñèñòåìà n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà

y(x1) = (y1(x1), . . . , yn(x1)).

Ïóñòü y(x1) = y1 � ðåøåíèå ñèñòåìû(5). Òîãäà ðåøåíèå ìíîãîòî÷å÷íîé
çàäà÷è (1)-(3) íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′ = A(x)y + f(x), y(x1) = y1.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïðîãîíêè ñâîäèò ìíîãîòî÷å÷íóþ çàäà÷ó (1)-(3) ê
çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1). Ïðè ýòîì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñò-
âåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîìó âîïðîñó äëÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû (5).

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ìåòîä ïðîãîíêè äëÿ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé
çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè

yi(a) = β
(1)
i i = 1, r, yi(b) = β

(2)
i i = r + 1, n.

Îòìåòèì, ÷òî yi(b) = 〈ei, y(b)〉, i = r + 1, n, ãäå ei ∈ Rn � i-ûé îðò.
Îïèøåì ïåðåíîñ óñëîâèé èç òî÷êè b â òî÷êó a.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî ðå-
øèòü ñåðèþ çàäà÷ Êîøè: ∀i = r + 1, n

c′ = −AT (x)c, c(b) = ei,

α′ = 〈c, f(x)〉, α(b) = β
(2)
i .

Ïóñòü ci(x), αi(x), i = r + 1, n � ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ çíà÷åíèé yr+1(a), . . . , yn(a) ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

〈ci(a), y(a)〉 = αi(a), i = r + 1, n.

Äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1) ñ ïîëó÷åííûì íà÷àëüíûì
óñëîâèåì y(a).
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�6. Ëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ y(x), x ∈ [a, b] äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

y′′ − p(x)y = f(x), p(x) ≥ 0, (1)

óäîâëåòâîðÿþùåãî êðàåâûì (ãðàíè÷íûì) óñëîâèÿì

y(a) = γ0, y(b) = γ1. (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè p(x), f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåí-
öèðóåìû íà [a, b]. Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå y(x) íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìî äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2) ïðèìåíèì ðàçíîñòíûé ìåòîä.
Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì íà [a, b] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó xi = a + ih, i = 0, n,

nh = b − a (x0 = a, xn = b) ñ øàãîì h > 0 è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) íà
ðåøåíèè y(x) âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè

y′′(xi)− p(xi)y(xi) = f(xi), i = 1, n− 1. (1′)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

y′′(xi) =
y(xi−1)− 2y(xi) + y(xi+1)

h2 − h2

12
y(4)(ξi), (3)

ξi ∈ [xi−1, xi+1].

Îáîçíà÷èì pi = p(xi), fi = f(xi) è ïóñòü, êàê îáû÷íî, yi - ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â òî÷êå xi : yi ≈ y(xi), i = 1, n− 1. Ïðè ýòîì y0 = y(x0),
yn = y(xn). Òîãäà ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1′) èìååò âèä

yi−1 − 2yi + yi+1

h2 − piyi = fi, i = 1, n− 1. (4)

Äîïîëíèì ñîîòíîøåíèÿ (4) êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y0 = γ0, yn = γ1. (5)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ðàçíîñòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (ðàçíîñòíóþ ñõåìó)
(4),(5) äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è (1),(2).
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Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (4), (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó (n−1) ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ y1, . . . , yn−1.

Îáñóäèì ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíîé è ðàçíîñòíîé çàäà÷àìè. Âåëè-
÷èíà

∆i =
y(xi−1)− 2y(xi) + y(xi+1)

h2 − piy(xi)− fi

õàðàêòåðèçóåò ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè â óçëå xi, i = 1, n− 1, ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ðàçíîñòíîé ñõåìå (4). Âûÿñíèì ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè îòíî-
ñèòåëüíî øàãà ñåòêè h.

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1′) è ñîîòíîøåíèå (3), ïîëó÷àåì

∆i =
h2

12
y(4)(ξi), ξi ∈ [xi−1, xi+1].

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, M4 = max[a,b] |y(4)(x)|. Òîãäà ãëîáàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
àïïðîêñèìàöèè ∆ = max1≤i≤n−1 |∆i| îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∆ ≤
h2

12M4. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4), (5) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè.

Ââåäåì ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ri = y(xi) −
yi, i = 0, n. Ïîíÿòíî, ÷òî r0 = rn = 0. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà
ïîãðåøíîñòè [1, ñ.403]

R = max
0<i<n

|ri| ≤ C∆, C =
(b− a)2

8
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4), (5) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.
Ïåðåéäåì ê âîïðîñó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è (4),(5). Ýòî

ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé
êîýôôèöèåíòîâ

y0 = γ0, yi−1 − (2 + h2pi)yi + yi+1 = h2fi, i = 1, n− 1, yn = γ1. (6)

Îïèøåì ñïåöèàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîãî ñîðòà ñèñòåì.

2. Ìåòîä ïðîãîíêè (äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó (n + 1) óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè y0,
y1, . . . yn

y0 + c0y1 = ϕ0, (7)
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aiyi−1 + biyi + ciyi+1 = ϕi, i = 1, n− 1, (8)

anyn−1 + yn = ϕn. (9)

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû èìååò âèä (òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà)

A =




1 c0

a1 b1 c1

a2 b2 c2

. . .

an−1 bn−1 cn−1

an 1




.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå

yk = αk+1yk+1 + βk+1, k = 0, n− 1, (10)

ãäå αk+1, βk+1 � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû.
Íàéäåì èõ èç óðàâíåíèé (7), (8) ñèñòåìû. Ïîëàãàÿ â (10) k = 0 è ñðàâíè-

âàÿ ñ (7), ïîëó÷àåì
α1 = −c0, β1 = ϕ0.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ (10), âûðàçèì ïåðåìåííûå yi−1, yi ÷åðåç yi+1, i = 1, n− 1

yi = αi+1yi+1 + βi+1, yi−1 = αi(αi+1yi+1 + βi+1) + βi.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (8) ïîëó÷àåì

yi+1[ci + αi+1(bi + αiai)] + βiai+

+βi+1(bi + αiai) = ϕi, i = 1, n− 1.

Ïîëîæèì
ci + αi+1(bi + αiai) = 0.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì äëÿ ïîäñ÷åòà êîýôôè-
öèåíòîâ αk+1, βk+1 èç (10)

α1 = −c0, αi+1 = − ci

bi + αiai
,

(11)

β1 = ϕ0, βi+1 =
ϕi − βiai

bi + αiai
, i = 1, n− 1,

(bi + αiai 6= 0, i = 1, n− 1). (12)
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×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (10) äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû,
íåîáõîäèìî íàéòè yn. Ïîëàãàÿ â (10) k = n−1 è ïîäñòàâëÿÿ â (9), ïîëó÷àåì

an(αnyn + βn) + yn = ϕn.

Îòñþäà
yn =

ϕn − βnan

1 + αnan
(13)

ïðè óñëîâèè
1 + αnan 6= 0. (14)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû (7)-(9) ìåòîäîì ïðîãîíêè ïðîâîäèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïî ôîðìóëàì (11) îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû αi, βi, i = 1, n (ïðÿ-
ìàÿ ïðîãîíêà),

2) ðåøåíèå ñèñòåìû íàõîäèòñÿ îò yn äî y0 ïî ôîðìóëàì (13), (10) (îáðàò-
íàÿ ïðîãîíêà).

Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ òðóäîåìêîñòü ìå-
òîäà ïðîãîíêè ðàâíà (10n) îïåðàöèé.

Ïðîâåäåì îáîñíîâàíèå ìåòîäà ïðîãîíêè, ò.å. ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ íà
ìàòðèöó A, ãàðàíòèðóþùèå êîððåêòíîñòü ìåòîäà.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñèñ-
òåìû (7)-(9)

ai 6= 0, ci 6= 0, |bi| ≥ |ai|+ |ci|, i = 1, n− 1, (15)

|c0| ≤ 1, |an| ≤ 1, |c0|+ |an| < 2. (16)

Òîãäà ìåòîä ïðîãîíêè ðåàëèçóåì, ò.å. óñëîâèÿ (12), (14) âûïîëíåíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì îäíî ìîäóëüíîå íåðàâåíñò-

âî:
|a + b| ≥ |a| − |b|; a, b ∈ R.

Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî |αi| ≤ 1, i = 1, n.

Ïðè i = 1 â ñèëó (16) èìååì |α1| = |c0| ≤ 1. Òîãäà ñ ó÷åòîì (15)

|b1 + α1a1| ≥ |b1| − |α1||a1| ≥ |a1|(1− |α1|) + |c1| > 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî óñëîâèå (12) ïðè i = 1 âûïîëíåíî. Ïóñòü |αk| ≤ 1,
k ∈ {2, . . . , n− 1} è ïîêàæåì, ÷òî |αk+1| ≤ 1.
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (15) è ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷àåì

|bk + αkak| ≥ |bk| − |αk||ak| ≥ |ak|(1− |αk|) + |ck| > 0,

ò.å. bk + αkak 6= 0.

Êðîìå òîãî, |bk + αkak| ≥ |ck|, ïîýòîìó

|αk+1| = |ck|
|bk + αkak| ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, |αi| ≤ 1, i = 1, n, ïðè ýòîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè |α1| < 1, òî ñ ïîìîùüþ òåõ æå ðàññóæäåíèé ïîëó÷àåì

|αi| < 1, i = 2, n.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå (14). Èñïîëüçóÿ îöåíêó äëÿ ìîäóëÿ, èìååì

|1 + αnan| ≥ 1− |αn||an|.
Ïóñòü |α1| < 1, òîãäà |αn| < 1. Ïîñêîëüêó |an| ≤ 1 (óñëîâèå (16)), òî |1 +
αnan| > 0.

Åñëè |α1| = |c0| = 1, òî |αn| ≤ 1, ïðè÷åì èç (16) ñëåäóåò, ÷òî |an| < 1.
Òîãäà, êàê è ðàíåå, |1 + αnan| > 0. Èòàê, óñëîâèå (14) âûïîëíåíî.

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèÿ

|bi| ≥ |ai|+ |ci|, i = 1, n− 1, |c0| ≤ 1, |an| ≤ 1

îçíà÷àþò, ÷òî A - ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì.
Çàìå÷àíèå 3.Óñëîâèÿ òåîðåìû ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñò-

âåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7)-(9).
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû äëÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è (4), (5),

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñèñòåìû (6).
Â äàííîì ñëó÷àå

c0 = 0, ai = 1, bi = −(2 + h2pi), ci = 1, i = 1, n− 1, an = 0.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ pi ≥ 0, i = 1, n− 1, òî ñîîòíîøåíèÿ (15), (16)
âûïîëíåíû (|bi| ≥ 2). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (6) (ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à
(4), (5)) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàéòè ïî ìåòîäó
ïðîãîíêè.
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�7. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

1. Ðåäóêöèÿ ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà íà [a, b]

y′′ − p(x)y = f(x), p(x) ≥ 0, (1)

y(a) = γa, y(b) = γb. (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè p(x), f(x) íåïðåðûâíû íà [a, b].

Ïðîâåäåì ðåäóêöèþ çàäà÷è (1), (2) ê çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Ñ ýòîé öåëüþ îáðàçóåì ôóíêöèîíàë

I(y) =
∫ b

a
F (x, y(x), y′(x))dx,

ãäå F (x, y, y′) = (y′)2 + p(x)y2 + 2f(x)y.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

I(y) → min, y(a) = γa, y(b) = γb (3)

íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíî - äèôôåðåíöèðóåìûõ (ãëàäêèõ) ôóíêöèé y(x),
x ∈ [a, b]. Ýòî ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñ çàêðåïëåí-
íûìè êîíöàìè.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè (1), (2) è (3).
Òåîðåìà 1. Çàäà÷è (1),(2) è (3) ýêâèâàëåíòíû: ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3) è íàîáîðîò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y∗(x) - ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2). Âîçüìåì ïðîèç-

âîëüíóþ äîïóñòèìóþ ôóíêöèþ y(x) çàäà÷è (3) è ïîëîæèì δ(x) = y(x) −
y∗(x). Ïîíÿòíî, ÷òî δ(a) = δ(b) = 0. Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

I(y) = I(y∗ + δ) =

=
∫ b

a
[(y′∗(x) + δ′(x))2 + p(x)(y∗(x) + δ(x))2 + 2f(x)(y∗(x) + δ(x))]dx =

= I(y∗) + 2
∫ b

a
[y′∗(x)δ′(x) + p(x)y∗(x)δ(x) + f(x)δ(x)]dx+

+
∫ b

a
[(δ′(x))2 + p(x)δ2(x)]dx =

= I(y∗) + 2I1 + I2.
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Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
∫ b

a
y′∗(x)δ′(x)dx = y′∗(x)δ(x)|ba −

∫ b

a
y′′∗(x)δ(x)dx

è ó÷òåì, ÷òî y′′∗(x) = p(x)y∗(x) + f(x) (â ñèëó óðàâíåíèÿ (1)).
Òîãäà I1 = 0. Ïîñêîëüêó I2 ≥ 0 (p(x) ≥ 0), òî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

I(y) ≥ I(y∗). Ýòî çíà÷èò, ÷òî y∗(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (3).
Ïóñòü òåïåðü y∗(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (3). Òîãäà ôóíêöèÿ y∗(x) ÿâëÿåòñÿ

ýêñòðåìàëüþ ôóíêöèîíàëà I(y) ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà

Fy − d

dx
Fy′ = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä 2[p(x)y∗(x)+f(x)−y′′∗(x)] = 0, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî (1). Òàêèì îáðàçîì, y∗(x) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1),(2).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë I(y) ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ íåãî (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â çàäà-
÷å (3), óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè) áûëî ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ (1) êðàå-
âîé çàäà÷è (1), (2) (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ ôóíêöèî-
íàëà I(y) è íàîáîðîò).

Ðåäóêöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1)-(2) ê âàðèàöèîííîé ìîæíî ýëå-
ìåíòàðíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ôóíêöèîíàë èìååò âèä (ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ íåâÿçêà óðàâíåíèÿ (1))

J(y) =
∫ b

a
[y′′(x)− p(x)y(x)− f(x)]2dx.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

J(y) → min, y(a) = γa, y(b) = γb (4)

ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå äâàæäû íåïðåðûâíî - äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé y(x).

Ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè (1),(2) è (4) âïîëíå î÷åâèäíà.
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2. Ìåòîä Ðèòöà

Ìåòîä Ðèòöà ñâîäèò âàðèàöèîííóþ (áåñêîíå÷íîìåðíóþ) çàäà÷ó íà ýêñò-
ðåìóì ôóíêöèîíàëà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ íà ýêñòðå-
ìóì ôóíêöèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïðîâåäåì îïèñàíèå ìåòîäà ïðè-
ìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (3).

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàçèñíûõ (êîîðäèíàòíûõ) ôóíêöèé ϕk(x),
x ∈ [a, b], k = 0, 1, . . . , óäîâëåòâîðÿþùèõ (êàê ìèíèìóì) ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì

1) ϕk ∈ C1[a, b], k = 0, 1, . . . (C1[a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî - äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ íà [a, b] ôóíêöèé),

2) ϕ0(a) = γa, ϕ0(b) = γb, ϕk(a) = ϕk(b) = 0, k = 1, 2, . . . ,

3) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî n ôóíêöèè ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n (ïàðàìåòð ìåòîäà) è áóäåì èñêàòü
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå yn(x) çàäà÷è (3) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

yn(x) = ϕ0(x) +
n∑

k=1
ckϕk(x), x ∈ [a, b]

ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ck.

Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèÿì 1), 2) ôóíêöèÿ yn(x)
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (3) ïðè ëþáîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ ck :

yn ∈ C1[a, b], yn(a) = γa, yn(b) = γb.

Ïðè ýòîì I(yn) = Φ(c1, . . . , cn), è çàäà÷à (3) ïåðåõîäèò â êîíå÷íîìåðíóþ
çàäà÷ó

Φ(c1, . . . , cn) → min (5)

íà áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ.
Â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé

Φ(c1, . . . , cn) = A0 + 2
n∑

k=1
Akck +

n∑

i,k=1
Aikcick,

ãäå êîýôôèöèåíòû A0, Ak, Aik ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à (5)
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ c1, . . . , cn

1

2

∂Φ

∂ck
= Ak +

n∑

i=1
Aikci = 0, k = 1, n.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
c∗1, . . . , c

∗
n, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå y∗n(x) çàäà÷è (3) (çà-

äà÷è (1), (2)).
Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì âîçìîæíûå ñïîñîáû âûáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé

ϕk(x), k = 1, 2, . . .

1) ϕk(x) = (x− a)k(x− b) èëè ϕk(x) = (x− a)(x− b)k,

2) ϕk(x) = sin kπ x−a
b−a .
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Ãëàâà 2. Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Îñíîâíûì àïïàðàòîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòíûå ìåòîäû (ìåòîäû ñåòîê). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâ-
íåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ íåêîòîðûìè ðàçíîñòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè (ñõåìàìè), è ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé.

�1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì

Â ïóñòü â îáëàñòè D èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ x, y îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ
äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à (äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñ-
ëîâèÿ)

Lu(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ D. (1)

Çäåñü L � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, u(x, y) � èñêîìîå ðåøå-
íèå, f(x, y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïåðåéäåì ê äèñêðåòíîìó àíàëîãó çàäà÷è (1). Ïðåæäå âñåãî ââåäåì ñåòêó
Dh ⊂ D � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç D, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîòî-
ðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì h � øàãîì ñåòêè. Â îáùåì ñëó÷àå h �
âåêòîðíûé ïàðàìåòð (âåêòîð). Îïðåäåëèì âåëè÷èíó |h| � äëèíà (íîðìà)
âåêòîðà h. Ñåòêà Dh ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè |h| → 0 ÷èñëî òî÷åê
(óçëîâ) ñåòêè óâåëè÷èâàåòñÿ (ìíîæåñòâî Dh "ñòðåìèòñÿ"çàïîëíèòü âñþ îá-
ëàñòü D). ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) èùåòñÿ â óçëàõ ñåòêè.

Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â óçëàõ ñåòêè Dh, íàçûâàåòñÿ ñåòî÷íîé ôóíê-
öèåé. Ââåäåì ëèíåéíîå, íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Uh ñåòî÷íûõ ôóíêöèé
ñ íîðìîé ‖ · ‖.

Ïóñòü u(x, y), (x, y) ∈ D � òî÷íîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è
(1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç uh ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ: uh = u(x, y),
(x, y) ∈ Dh � òî÷íîå ðåøåíèå â óçëàõ ñåòêè. Ââåäåì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ vh

� ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â óçëàõ ñåòêè: vh ≈ uh. Ïóñòü äàëåå fh � ñåòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè f(x, y), íàïðèìåð, fh = f(x, y),
(x, y) ∈ Dh.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ vh ïðîâåäåì àïïðîêñèìàöèþ
çàäà÷è (1), çàìåíÿÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L ðàçíîñòíûì Lh (çàìå-
íÿÿ ïðîèçâîäíûå â óçëàõ ñåòêè èõ ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè). Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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îòíîñèòåëüíî vh)
Lhvh = fh. (2)

Çäåñü Lh � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Lh � ëèíåéíûé îïåðà-
òîð, ò.å. ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2) � ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
ñåòî÷íîé ôóíêöèè vh.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè (1), (2).
Îïðåäåëåíèå 1. Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ∆h = Lhuh − fh íàçûâàåòñÿ ïîã-

ðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (2) íà ðåøåíèè u(x, y) çà-
äà÷è (1).

Âåëè÷èíà ‖∆h‖ � íåâÿçêà ðàçíîñòíîé ñõåìû (2) íà ðåøåíèè u(x, y).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2) àïïðîêñèìèðóåò
çàäà÷ó (1), åñëè ‖∆h‖ → 0 ïðè |h| → 0.

Åñëè ‖∆h‖ ≤ c1|h|s, c1 > 0, òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò s-ûé ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè:
1) å¼ ðåøåíèå vh ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè fh;
2) äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè fh èìååò ìåñòî îöåíêà

‖vh‖ ≤ c2‖fh‖, c2 > 0.

Ñâîéñòâî 2) íàçûâàþò óñòîé÷èâîñòüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû (2).
Îñíîâíûì âîïðîñîì òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñõîäè-

ìîñòè.
Ââåäåì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ rh = uh − vh, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåø-

íîñòüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû (2).
Îïðåäåëåíèå 4. Ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è (2) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1) (ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2) ñõîäèòñÿ) åñëè
‖rh‖ → 0 ïðè |h| → 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2) èìååò s-ûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè,
åñëè

‖rh‖ ≤ c3|h|s, c3 > 0.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ââåäåííûìè ïîíÿòèÿìè.
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Òåîðåìà. Ïóñòü ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé è àïïðîê-
ñèìèðóåò èñõîäíóþ çàäà÷ó (1). Òîãäà ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è (2) ñõî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1), ïðè÷åì ïîðÿäîê òî÷íîñòè
ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ‖∆h‖ → 0, |h| → 0, ãäå ∆h =
Lhuh − fh � ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ïîãðåøíîñòè rh = uh − vh ñ
ó÷åòîì ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Lh ïîëó÷àåì Lhrh = Lhuh − Lhvh = Lhuh −
fh = ∆h. Ýòî çíà÷èò, ÷òî rh � ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû (2) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
∆h : Lhrh = ∆h. Â ñèëó ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî îöåíêà ‖rh‖ ≤
c2‖∆h‖. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè: ‖rh‖ → 0, |h| → 0. Åñëè
‖∆h‖ ≤ c1|h|s, òî ‖rh‖ ≤ c2c1|h|s = c|h|s, ò.å. ïîðÿäîê òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè.

Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì îñíîâíûå ýòàïû ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ðàç-
íîñòíûõ ñõåì:
1) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðàâèëî âûáîðà ñåòêè â îáëàñòè D;
2) ñòðîèòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî ðàçíîñòíûõ ñõåì, âûÿñíÿåòñÿ ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè;
3) èññëåäóåòñÿ êîððåêòíîñòü (óñòîé÷èâîñòü) ïîñòðîåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì;
4) ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ÷èñëåííîì ðåøåíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ è ñîîòíîøåíèÿ íà ïðèìåðå êëàñ-
ñè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

�2. Ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

1. ßâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Â îáëàñòè D = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ t ≤ T} (ïðÿìîóãîëüíèê)
òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2 + f(x, t) (1)

ñ íà÷àëüíûì è êðàåâûìè (ãðàíè÷íûìè) óñëîâèÿìè

u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = µ1(t), u(X, t) = µ2(t). (2)

Çäåñü u0(x), µ1(t), µ2(t) � çàäàííûå ôóíêöèè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà-
÷è (1), (2).

Ïîñòðîèì ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Ââåäåì ñåòêó ωh,τ â ïðÿìîóãîëüíèêå D êàê ñîâîêóïíîñòü òî÷åê (xi, tj),

i = 0,m, j = 0, n, xi = ih, tj = jτ, mh = X, nτ = T. Çäåñü h > 0 � øàã
ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x, τ > 0 � øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé t.

Óçëû (xi, 0), (0, tj), (X, tj), i = 0,m, j = 0, n íàçîâåì ãðàíè÷íûìè óçëàìè
ñåòêè. Îñòàëüíûå óçëû âíóòðåííèå.

Ñîâîêóïíîñòü óçëîâ Sj = {(x0, tj), (x1, tj), . . . , (xm, tj)} íàçûâàåòñÿ j-ûì
ñëîåì ñåòêè ωh,τ , j = 0, n.

Ïåðåéäåì ê ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è â óç-
ëàõ ñåòêè. Îáîçíà÷èì:

uj
i = u(xi, tj) � òî÷íîå ðåøåíèå â óçëàõ ñåòêè,

vj
i ≈ uj

i � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå,
f j

i = f(xi, tj) i = 0,m, j = 0, n.

Â ãðàíè÷íûõ óçëàõ èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå, ïîýòîìó óñëîâèÿ (2) àï-
ïðîêñèìèðóþòñÿ òî÷íî

v0
i = u0

i = u0(xi), vj
0 = uj

0 = µ1(tj), vj
m = uj

m = µ2(tj), i = 0,m, j = 0, n.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (1) â óçëàõ ñåòêè èñïîëüçóåì ôîðìóëû ÷èñ-
ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∂u(xi, tj)

∂t
=

u(xi, tj+1)− u(xi, tj)

τ
− τ

2

∂2u(xi, t
(1)
j )

∂t2
,

(3)

∂2u(xi, tj)

∂x2 =
u(xi−1, tj)− 2u(xi, tj) + u(xi+1, tj)

h2 − h2

12

∂4u(x
(1)
i , tj)

∂x4 ,

i = 1,m− 1, j = 0, n− 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó îòíîñèòåëüíî ñåòî÷íîé ôóíêöèè
vj

i

vj+1
i − vj

i

τ
=

vj
i−1 − 2vj

i + vj
i+1

h2 + f j
i ,

i = 1,m− 1, j = 0, n− 1; (4)
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v0
i = u0(xi), i = 0,m,

vj
0 = µ1(tj), vj

m = µ2(tj), j = 0, n.

Ýòà ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ vj

i .

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ ïî ñëîÿì Sj, j = 0, n. Ðåøåíèå íà
íóëåâîì ñëîå èçâåñòíî: v0

i = u0(xi), i = 0,m. Åñëè ðåøåíèå íà ñëîå Sj óæå
íàéäåíî, òî ðåøåíèå íà ñëîå Sj+1 íàõîäèòñÿ ïî ÿâíîé ôîðìóëå

vj+1
i = vj

i + τ(
vj

i−1 − 2vj
i + vj

i+1

h2 + f j
i ), i = 1,m− 1,

ïðè÷åì
vj+1

0 = µ1(tj+1), vj+1
m = µ2(tj+1).

Ñîîòíîøåíèÿ (4) íàçûâàþò ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé.
Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü óçëîâ ñåòêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â óçëå
(xi, tj) íàçûâàåòñÿ øàáëîíîì.

Â ñëó÷àå ñõåìû (4) øàáëîí èìååò âèä
o

oo o
(xi−1, tj) (xi, tj) (xi+1, tj)

(xi, tj+1)

Ýòî ÿâíûé äâóñëîéíûé øàáëîí.

2. Àïïðîêñèìàöèÿ è óñòîé÷èâîñòü

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (4) âî âíóòðåííèõ
óçëàõ ñåòêè îïðåäåëÿåòñÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèåé

∆j
i =

uj+1
i − uj

i

τ
− uj

i−1 − 2uj
i + uj

i+1

h2 − f j
i , i = 1,m− 1, j = 0, n− 1.

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ñåòêè ðàâíà íóëþ:

∆0
i = 0, ∆j

0 = 0, ∆j
m = 0.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3) è óðàâíåíèå (1) â óçëàõ ñåòêè

∂u(xi, tj)

∂t
=

∂2u(xi, tj)

∂x2 + f(xi, tj),

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

∆j
i =

τ

2

∂2u(xi, t
(1)
j )

∂t2
− h2

12

∂4u(x
(1)
i , tj)

∂x4 .

Âûÿñíèì ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Ñ ýòîé öåëüþ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñå-
òî÷íóþ íîðìó ïðîñòðàíñòâà C :

åñëè ∆ = {∆j
i , i = 0,m, j = 0, n− 1}, òî ‖∆‖ = max

0≤i≤m, 0≤j≤n−1
|∆j

i |.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò ìåñòî îöåíêè
∣∣∣∣∣∣
∂2u(x, t)

∂t2

∣∣∣∣∣∣ ≤ M2,

∣∣∣∣∣∣
∂4u(x, t)

∂x4

∣∣∣∣∣∣ ≤ M4, (x, t) ∈ D.

Òîãäà

‖∆‖ ≤ τ

2
M2 +

h2

12
M4 ≤ M(τ + h2), M = max

{
M2

2
,
M4

12

}
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4) àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíóþ
çàäà÷ó (1), (2) (‖∆‖ → 0 ïðè τ → 0, h → 0) è èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû (τ + h2) (ïåðâûé ïîðÿäîê îòíîñè-
òåëüíî τ, âòîðîé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî h).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (4). Ñ ýòîé öåëüþ
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñåòî÷íûå íîðìû:

‖vj‖ = max
0≤i≤m

|vj
i |, ‖v‖ = max

0≤j≤n
‖vj‖, ‖f‖ = max

0≤i≤m, 0≤j≤n
|f j

i |,

‖u0‖ = max
0≤i≤m

|u0(xi)|, ‖µk‖ = max
0≤j≤n

|µk(tj)|, k = 1, 2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4) óñòîé÷èâà â âûáðàííûõ íîðìàõ,
åñëè èìååò ìåñòî îöåíêà

‖v‖ ≤ C(‖f‖+ max{‖u0‖, ‖µ1‖, ‖µ2‖}),
ãäå const C íå çàâèñèò îò h, τ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü τ ≤ 1
2h

2. Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4) óñòîé÷èâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ρ = τ
h2 . Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ρ ≤ 1

2 . Çàïèøåì
ñõåìó (4) â âèäå

vj+1
i = (1− 2ρ)vj

i + ρvj
i−1 + ρvj

i+1 + τf j
i , i = 1,m− 1, j = 0, n− 1.

Îòñþäà (1− 2ρ ≥ 0)

max
0<i<m

|vj+1
i | ≤ (1− 2ρ) max

0<i<m
|vj

i |+ ρ max
0<i<m

|vj
i−1|+

ρ max
0<i<m

|vj
i+1|+ τ max

0<i<m
|f j

i | ≤ (1− 2ρ)‖vj‖+ 2ρ‖vj‖+
+τ‖f‖ = ‖vj‖+ τ‖f‖.

Êðîìå òîãî,

|vj+1
0 | = |µ1(tj+1)| ≤ ‖µ1‖, |vj+1

m | = |µ2(tj+1)| ≤ ‖µ2‖.
Â ñîâîêóïíîñòè çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖vj+1‖ ≤ max{‖µ1‖, ‖µ2‖, ‖vj‖+ τ‖f‖} ≤ (5)

≤ max{‖µ1‖, ‖µ2‖, ‖vj‖}+ τ‖f‖, j = 0, n− 1.

Ïîêàæåì, ÷òî
‖vk‖ ≤ M + kτ‖f‖, k = 1, n, (6)

ãäå M = max{‖µ1‖, ‖µ2‖, ‖u0‖}.
Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 1 íåðàâåíñòâî (6) ñïðàâåäëèâî,

âñëåäñòâèå (5) ïðè j = 0 (‖v0‖ = ‖u0‖). Ïóñòü îöåíêà (6) èìååò ìåñòî ïðè
k = j. Òîãäà ñîãëàñíî (5)

‖vj+1‖ ≤ max{‖µ1‖, ‖µ2‖,M + jτ‖f‖}+ τ‖f‖ ≤ M + (j + 1)τ‖f‖.
Ïîëó÷èëè îöåíêó (6) ïðè k = j + 1.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (6) äîêàçàíî. Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = 0 îöåíêà
(6), î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî îöåíêà

‖v‖ = max
0≤k≤n

‖vk‖ ≤ M + nτ‖f‖ ≤

≤ C(‖f‖+ M), C = max{1, T = nτ}.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ îáëàäàåò óñòîé÷èâîñòüþ
ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó øàãàìè ñåòêè, íàçûâàåòñÿ óñ-
ëîâíî óñòîé÷èâîé.

161



Åñëè óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî áåç âñÿêèõ óñëîâèé íà øàãè ñåòêè, òî
ñõåìà íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî (áåçóñëîâíî) óñòîé÷èâîé.

Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà (4) óñëîâíî óñòîé÷èâà (óñòîé÷èâà ïðè óñëîâèè τ
h2 ≤

1
2).

Âûâîä. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïðè óñëîâèè τ ≤ 1
2h

2,
ïîðÿäîê òî÷íîñòè � (τ + h2) : ‖v − u‖ ≤ C(τ + h2).

3. Íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Ïîñòðîèì âòîðóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ çàäà÷è (1), (2). Ñîõðàíÿÿ ðàç-
íîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé, áóäåì èñïîëüçîâàòü ëå-
âóþ ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂u(xi, tj)

∂t
=

u(xi, tj)− u(xi, tj−1)

τ
+

τ

2

∂2u(xi, t
(2)
j )

∂t2
, t

(2)
j ∈ [tj−1, tj], j = 1, n.

Äàëåå, ïðîâåäåì ñäâèã ïî èíäåêñó: j → j + 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ðàçíîñòíóþ ñõåìó

vj+1
i − vj

i

τ
=

vj+1
i−1 − 2vj+1

i + vj+1
i+1

h2 + f j+1
i i = 1,m− 1, j = 0, n− 1,

v0
i = u0(xi), i = 0,m, (7)

vj
0 = µ1(tj), vj

m = µ2(tj), j = 0, n.

Äëÿ ïîäñ÷åòà ðåøåíèÿ íà (j + 1)-îì ñëîå èìååì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

− τ

h2 vj+1
i−1 + (1 +

2τ

h2 ) vj+1
i − τ

h2 vj+1
i+1 = vj

i + τ f j+1
i , i = 1,m− 1,

vj+1
0 = µ1(tj+1), vj+1

m = µ2(tj+1).

Äëÿ êàæäîãî j = 0, n− 1 ýòî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðè-
öåé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ vj+1

1 , . . . , vj+1
m−1. Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åäèíñò-

âåííî è åãî ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîãîíêè, óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñ-
òè êîòîðîãî â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíåíû (ìàòðèöà ñèñòåìû ñî ñòðîãèì
äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì: 1 + 2τ

h2 > 2τ
h2 ).

Òàêèì îáðàçîì, (7) � íåÿâíàÿ (÷èñòî íåÿâíàÿ) ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, èñïîëü-
çóþùàÿ íåÿâíûé äâóñëîéíûé øàáëîí.
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o o o

o

(xi−1, tj+1) (xi, tj+1) (xi+1, tj+1)

(xi, tj)

Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (7)
àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (1), (2) ñ ïîðÿäêîì (τ + h2).

Ðàññìîòðèì îñíîâíîé âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (7).
Òåîðåìà 2. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (7) àáñîëþòíî óñòîé÷èâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (7) â âèäå

vj+1
i + ρ(−vj+1

i−1 + 2vj+1
i − vj+1

i+1 ) = vj
i + τf j+1

i , i = 1,m− 1, ρ =
τ

h2 .

Ïóñòü k ∈ {0, . . . , m} � íàèìåíüøèé èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî
|vj+1

k | = max
0≤i≤m

|vj+1
i | = ‖vj+1‖.

Åñëè k = 0, òî ‖vj+1‖ = |vj+1
0 | ≤ ‖µ1‖. Ïðè k = m ïîëó÷àåì

‖vj+1‖ = |vj+1
m | ≤ ‖µ2‖.

Ïóñòü k ∈ {1, . . . , m− 1}. Òîãäà
|vj+1

k | > |vj+1
k−1|, |vj+1

k | ≥ |vj+1
k+1|.

Ñëåäîâàòåëüíî,
sign (2vj+1

k − vj+1
k−1 − vj+1

k+1) = sign vj+1
k

(åñëè |a| > |b|, òî sign (a− b) = sign a).
Òîãäà

‖vj+1‖ = |vj+1
k | ≤ |vj+1

k + ρ (−vj+1
k−1 + 2vj+1

k − vj+1
k+1)| =

= |vj
k + τf j+1

k | ≤ ‖vj‖+ τ‖f‖.
Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî îöåíêà (ñì. íåðàâåíñòâî (5))

‖vj+1‖ ≤ max{‖µ1‖, ‖µ2‖, ‖vj‖+ τ‖f‖}, j = 0, n− 1.

Äàëüíåéøèé âûâîä ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
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4. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ âåñàìè

Ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ çàäà÷è (1), (2). Ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

Λhv
j
i =

vj
i−1 − 2vj

i + vj
i+1

h2 , i = 1,m− 1, j = 0, n.

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ïàðàìåòðîì σ ∈ [0, 1]

vj+1
i − vj

i

τ
= σΛhv

j+1
i + (1− σ)Λhv

j
i + ϕj

i , i = 1,m− 1, j = 0, n− 1. (8)

Çäåñü ϕj
i � ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè f(x, t).

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ êàê è ðàíåå â ñõåìàõ (4), (7).
Ïàðàìåòð σ ∈ [0, 1] â (8) íàçûâàþò âåñîì. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (8) � ñõåìà

ñ âåñàìè (ñåìåéñòâî ñõåì ñ âåñàìè).
Ïðè σ = 0, ϕj

i = f(xi, tj) ïîëó÷àåì ÿâíóþ ñõåìó (4).
Ïðè σ = 1, ϕj

i = f(xi, tj+1) âûäåëÿåòñÿ ÷èñòî íåÿâíàÿ ñõåìà (7).
Åñëè σ = 1

2 , ϕj
i = f(xi, tj + 1

2τ), òî ñõåìà (8) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.
Ââåäåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñõåìû (8)

∆j
i =

uj+1
i − uj

i

τ
− σΛhu

j+1
i − (1− σ)Λhu

j
i − ϕj

i .

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè u(x, t) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå (xi, tj + 1
2τ),

íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè

∆j
i = f(xi, tj +

1

2
τ)− ϕj

i + τ(σ − 1

2
)Λh

∂u(xi, tj + 1
2τ)

∂t
+ O(τ 2 + h2).

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïîëîæèì σ = 1
2 , ϕj

i = f(xi, tj +
1
2τ). Òîãäà ∆j

i = O(τ 2 + h2).

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (1), (2) ñ
ïîðÿäêîì (τ 2 + h2).

Ïðè σ = 0 ∨ 1 ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè � (τ + h2).

5. Ìåòîä ïðÿìûõ

164



Â çàêëþ÷åíèå îïèøåì ìåòîä ïðÿìûõ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1),
(2)

∂u(x, t)

∂t
=

∂2u(x, t)

∂x2 + f(x, t), (1)

u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = µ1(t), u(X, t) = µ2(t), (2)

D = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ t ≤ T}.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé âàðèàíò ìåòîäà ïðÿìûõ. Ââåäåì ñåòêó ïî ïåðåìåííîé
x : xi = ih, i = 0,m, mh = X è ïîêðîåì îáëàñòü D ñåìåéñòâîì ïðÿìûõ x =
xi, ïàðàëëåëüíûõ îñè t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç vi(t), t ∈ [0, T ] � ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå âäîëü ïðÿìîé x = xi, i = 0,m : vi(t) ≈ u(xi, t), t ∈ T.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ïðè x = xi, èñïîëüçóÿ ðàçíîñòíóþ àïïðîêñè-
ìàöèþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ i = 1,m− 1

∂2u(xi, t)

∂x2 ≈ u(xi−1, t)− 2u(xi, t) + u(xi+1, t)

h2 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèé vi(t)

v̇i(t) =
vi−1(t)− 2vi(t) + vi+1(t)

h2 + f(xi, t), i = 1,m− 1,

vi(0) = u0(xi), i = 0,m,

v0(t) = µ1(t), vm(t) = µ2(t), t ∈ [0, T ].

Ïîëó÷èëè çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé v1(t), . . . , vm−1(t), t ∈ [0, T ].

Îïèøåì âòîðîé âàðèàíò ìåòîäà ïðÿìûõ. Ââåäåì ñåòêó ïî ïåðåìåííîé
t : tj = jτ, j = 0, n, nτ = T. Òîãäà îáëàñòü D ïîêðûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì
ïðÿìûõ t = tj, ïàðàëëåëüíûõ îñè x. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ïðè t = tj ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïî t

∂u(x, tj)

∂t
≈ u(x,tj)− u(x, tj−1)

τ
, j = 1, n.

Ïóñòü vj(x) ≈ u(x, tj), j = 0, n � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âäîëü ïðÿìîé
t = tj.

Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à èìååò âèä
vj(x)− vj−1(x)

τ
= v′′j (x) + f(x, tj), j = 1, n,
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v0(x) = u0(x), x ∈ [0, X],

vj(0) = µ1(tj), vj(X) = µ2(tj), j = 0, n.

Äëÿ êàæäîãî j = 1, n ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè vj(x)

v′′j (x)− 1

τ
vj(x) = −1

τ
vj−1(x)− f(x, tj)

(vj−1(x) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ).
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